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AVVERTIMENTO 


JL/ istruzione alia Cattedra di Matematica Sublime di 
questa Regia Università è Paggetto di quest'opera, U 
primo volume che comparisce alla luce contiene il cal- 
colo differenziale e delle differenze dirette : il secondo 
che va a mettersi sotto il torchio ne conterrà l'integrale 
e delle differenze inverse. 

La esposizione de' metodi particolari ed isolati , come 
di quelli che il progresso de' lumi hi rimpiazzato con 
altri più soddisfacenti e perfetti , non è argomento pro- 
prio dell' istruzione ^ ma delle collezioni accademiche ^ 
delle opere classiche e di erudizione . Il suo oggello è 
quello di segnare i confini della sciama , di presentare 
il sistema de' metodi più generali che essa possiede^ e 
di darla a conoscere con precisione e chiarezza nel suo 
attuale periodo. VrP istruzione diretta .al pubblico eri- 
stretta nel corto giro di un anno scolastico nè anche può 
soddisfare a queste condizioni ; essa non può tenersi che 
al grande^ all'utile^ all essenziale. Quindi ho dovuto furo 
delle lacune eziandio nelle teorie generati : tale è la 
dimostrazione del teorema lagrangiano sulla derivazio- 
ne (*) ; tale il metodo di Condor cet sulle condizioni ttin- 
■ \ 

(“) Jn due memorie sopra i princTpj lagrangiani ho procw 
rato di completare (juesta dimostraùonef come di sbstenerla con- 
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tegrabiìità : taV diverse altre che io tralascio di enumera- 
re. Non ho mancato però di accennarle in ogni ritorno^ 
affinchè i giovani possano istruirsene altrove ; e non man- 
cherò di ìiempieme alla fine con pezzi staccati le princi- 
pali , ond'efffino trovarle nel medesimo corpo deW opera • 

i 

Ilo dato poi alle diverse dottrine il doppio carattere 
di stare da se e di essere legate al sistema del iutto^ 
acciocché all' occorrenza se ne possa sopprimere parte 
senza interrompere il corso e mancare di metodo,' 

Ho cercato del pari il cammino più immediato e 
diretto^ ond' evitare ripetizioni .t e racchiudere nel mi- 
nimo volume la massima quantità di materie. ' ■ 

Non ho /atto per questa ragione una moltiplicità 
di esempi ; ma non ho lasciato alcuna teoria senza il- 
lustrazione capace a renderne chiara V intelligenza . 

Nulla infine ho trascurato per rendere utile e com- 
piuto il mio lavoro. Ma voglia Iddio che il fatto non 
eluda la mia intenzione e V aspettativa de' giovani a- 
liintii per cui ho scritto. -, 


tro gli attacchi recenti ili non generalità e di non corrispondente 
al suo fine } memorie inedite, ma da due anni inviale a qualche 
illustre Accademia continentale in cui si era da ricino discusso 
questo argomento . 
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O N I 

DI MATEMATICA 

SUBLIME 

« 

INTRODUZIONE 

./Vnalisi delle funzioni a quantità variabili a variabilità 
esplicita . 

Questa è la. definizione che guidato 'da solidi ragion 
natuenti Lodato della matematica sublime nella mia'/n- 
/rorm;/oue allo studio , di essa . > * . 

Lu definizione di- una. scienza nOn è> aggiusto 'dire che 
la scienza stessa in embrione. Quindi il tfatlato di una 
scienza non potendo consistere che nello schiudimento 
per COSI esprimermi del suo embrione, ne avviene- che 
ad altro non si riduca se non che allo sviluppo detta* 
gliato della sua dcfinizioiic . Sotto tale veduta noi andia* 
rao a prendere la qui richiamata definizione . E senza 
riprodurre i citati rogionatuenli onde essa si fonda ^ ve- 
niamo a svilupparla ne’ suoi dettogli ; a conoscere in ial 
modo la scienza, che ci incombe, la matcnaatica sublime; 
ed a soddisfate^'perciò all’assonlo; delle nostre le£ioni . ^ 
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Tre sono oggtiii coslilirenll !a dclmiiionc di cui 

• • • »k ^ 

SI traila : 

1 .® Funzioni e qoantiiìi variabili,’ ■ 
a.® Variabilità esplicita . 

3.® Analisi delle funzioni nel fatto della variabili- 
tà esplicita . 

Il primo riguarda le idee generali sulla matei ia pri- 
ma ebe la scienza maueggia : il secondo, i melodi onde 
disporre e preparare a^suoi usi siflfatta materia : il terzo, 
il modo di usarla nelle sue diverse ricerche. La consi- 
derazione dunque di questi tre oggetti si estende all* in- 
. tera scienza ; forma le tre sezioni , nelle quali essa va 
naturalmente divisa ; c fa tutto il soggetto del nostro corso 
scolastico. Pria di vanire' però all’ esposizione delle dot- 
trine die cadauna sezione comprende , diamone di volo 
in questa introduzione un saggio filosofico, onde stabilire 
la scienza sulla base della ragione, e prepararne la fon- 
damental conoscenza. 

. ■ ■■ . • I 

PRIMA SEZIONE. 

■ ' Funzioni e {juantilà variabili , 

X^uto delle quantità trovarne mercè di esse delle altre 
non conosciute . Questo è il problema generale che si pro- 
pone la matematica* Per eOeltuarne la soluzione uopo è 
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che l’ eoucdato del problema fissi delle relazioni , delle 
dipendenze fra le quantità date e le cercate . Queste rela* 
lioni, siffatte dipendenze sono quelle cUe prendendo dai 
suoi principi la cosa , ho divisalo nella mia Introduzione 
col vocabolo funzione^ sempre che siano esprimibili con 
una formolo algebrica . Ma queste relazioni , siffatte di* 
pendenze sono dette altronde condizioni del problema^ e 
tradotte in frase algebrica prendono il nome di equazioni. 
Dunque il vocabolo junùone a giusto ragionare non se* 
gua in astratto che la idea di una relazione, di una di* 
pendeuza algebrica fra più quantità; non psprirae in con* 
creto che le condizioni di, un qualche problema; e non 
è nel fallo algebrico che una equazione . 

L’ idea della dipendenza fra più quantità l^ate insie* 
me non si riduce in ^Itlma analisi che all’ idea della di* 
pendenza di una qualunque di esse da tutte le altre . Que^ 
st’ ultima idea, espressione attuale della sostanza della 
prima , à 1* idea immediata che nel presente periodo della 
scienza si intende signiOcare col vocabolo funzione. Que- 
sto vocabolo, dice Lagrange, è oggi generalmente adot* 
tato per esprimere che il valore di una quantità dipen* 
de secondo una legge data da quello di una o di più 
alt(e quantità. 

Se questa leggo intanto ; o per meglio dire, se il si* 
Mema delle operazioni algebriche esprimente il valore di 
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una quanlilà sarà ilcfinllo, in (ale caso ‘la dipeudenxa n'e 
sarà conosciuta , cppcrò la funzione sarà 'non colo deter- 
minata ma ancora cu^uita , Se detto sistema non 'sarà 
dcfÌDilo, nel mentre clic si conosce o si suppone cono- 
sciuto il processo per defìnirlo, allora la dipendenza non 
ne sarà conosciuta ; ma per essere in nostra maoo il co- 
noscerla si dice sempre determinala ; epperò b funzione 
sarà detta in tale caso determinata ed incognita . Se fi- 
nalmente siffatto sistema non sarà definito, nè il processo 
per definirlo sarà conosciuto^ allora esso potrà esser qua- 
lunque relativamente allo stalo della questione a cui si ri- 
porla ; eppetò la dipendenza., cioè la funzione sarà detta 
indeterminata. Una funzione imleterrainala non venendo 
soggetta ad alcuna condizióne che possa fissarla , ha rap- 
porto alla questione un puramente arbitrario; cp- 

però si dirà pure funzione aibitraria. 

Fissale queste idee sul vocabolo fanùone , venlemo 
a quelle che alle quantità variabili si -rifmscono. . • 

^ Se la natura di una questione porla a considerare le 
«juantità sulle quali si versa, altre come crescenti o scs- 
manli, ed altre come permanenti nell’ islcsso valore per 
l’intero processo della sui soluzione, in tale caso le prime 
si diranno quantità variabili ^ e le seconde quantità qo-> 
stanti : oppure più semplicemente variabili e costanti * 
Fra le quantità variabili quelle che la questione pror 
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pone di assegnarsi ^ è chiaro che. vi si dovranno considc* 
rare come le incognite, eppcrb potranno 4irsi varicAili 
incogniie o cercate^ nel mentre che le altre dovendo* 
visi considerare come conosciate, potranno dirsi varia*- 
bili cognite o date, ^ ' f 

Le quantità il di' cni vdorè sr 'suppone i invariahile. 
possono essere esibite o sotto 'uii. valore particolare y .o’ 
sotto nna significazione -generide. Nel primo caso il va-r 
lore della quantità essendo definito^ avviene che essa sarà 
nna, costante determinata e cognita. Nel secondo aedo 
sialo della 'questione somministra le condizioni necessario 
a poterlo definire, ailonr la quantità farà nella. questione' 
la figura di costante determinata ed incognita ; e se tali 
condizioni non sono somministrate, essa potrà esser 
lunqne , epperb sarà nna costante indeterminata . 

Il valore dunque delle costanti indeterminate nota 
avendo alcuna relazione collo stato della questione , e per- 
ciò bisognando ripeterne altronde la determinazione, ne 
avviene che vi si dovranno riguardare come arbitrarie : on- 
de è che esse ordinariamente si diranno cor/anti arbitrarie ^ 


SECONDA SEZIONE. 


^i^uando una 


Varìahiliià esplicita ',' ' * * 

s . •' 'T 

questione ammette delle quantità variai 

^ a 
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bili , e donoooslante se ue effettua la soluzione senza 
entrare neUa considerazione ddia loro variabilità , ma col 
trattarle come cognite ed incognite solamente , allora il 
carattere della loro variabilità non vi si manifesta , e vi 
rimane implicito . Quando però se ne eseguisce la solu-» 
zione sotto l'attuale considn’aztooe di detta variabilità « al* 
lora ò cbe questa variabilità vi ai rende manifesta, che 
vi diviene operativa , die si rende esplicita alle quantità . 
Ecco in quest'ultimo caso quello cbe intendiamo signi- 
ficare coll'espressione vaftV»ò/7*/à'ea^lic*<a , Quindi que- 
sta espressione riferita alle grandezze non indicherà che 
l'atto espresso' dal loro cambiamento: e riferita ad una 
qualche questione non esprimerà se non che siffatto cam- 
biamento va presupposto alla sua soluzione. 

TERZA SEZIONE. 

Analisi delle Junttoni 
nel fatto della variabilità esplicita 0 - 

Il vocabolo analisi proviene dal greco e significa solo- 
xione, scomposizione di un tutto nelle' sue parli elemen- 
tari , ne* suoi priocipì. Dunque per analisi dello funzioni 
non si dee intendere che la soluzione, la scomposizione 
delio 'fuazioni . nelle loro parli cosliluenli.(ben si vede die 
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^ui funzione non segna clie T idea generale della dipen- 
denza fra più quantità); scomposiiioae indispensabile 
onde svincolare per cosà dire le quantità incognite av« 
vinte e framiniscliiate colle cognite , e definirle dipenden- 
temente da queste , oggetto finale dalla sedazione di qua* 
dunque siasi questione.^ Ma nna funzione fra più quan< 
tità non è nel fallo algebrico ebe una equazione. Duo* 
qne per analisi delle funzioni non si dee sentire che la 
risoluzione deircq nazioni. Or se questa risoluzione si isti* 
tuisce sul fatto esplicito delia variabilità^ non vi ba dubr 
•bio che dovrà dirsi o vanabiUtà esplicita', e se non, 
a variabilità implicita . Quindi per analisi dello fanzioiH 
a variabilità esplicita oon si intende significare cUe la ri^ 
soluzione dall* equazioni nel fatto. della variabilità; cioà 
la .risoluzione disequazioni-, che presuppone avvenuto 
nelle loro, variabili un certo cambiamento. 

Dunqnc raccogliendo, potrà concbìndersi : la materna» 
tica sublime è quel ramo ideila scienza generale delle 
.grandezze che ha per oggetto ài calcolo, cioà il paragoi^ 
• delle quantità variabili; e che non eilettaa siffatto para- 
gone se non che risolvendo nel fatto della variabilità le 
equazioni dalle quali dipende. 

< Data con questo breve dettaglio un* idea generale e 
filosofica della scienza che fa il noàtrù soggetto , diamo 
un guardo rapido al piano .che andremo a, ten.ervi .» 
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tTiia ^uàrionc che ammette delle qiianlild v'ariabiii 
a variabilità' esplicita , per rendere sempre più pratiche 
le idee’’ considerale come il risultalo delle condizioni di 
una certa questione, può trovarsi. in due casi diversi. 
Nell’ ano' può rappresentare una dipendenza fra le sole 
quantità date e le cercate; c neH’aUro, una dipendenza 
fra esse- ed i loro cambiamenti . Nelle questioni relative 
alla matematica sublime, la daterminazioue delle quan* 
tilk cercale non si fa dipendere -dall’ applicazione imme- 
diata deli’ eqaazione che esse esU)iscono , ma nel primo 
caso da quella dell’efjuazione in cui quest’ ultima s» tras- 
forma mediante un cambiamento subito dalle sue varia- 
bili; o come da -taluno suol dirsi da quclla deU’cquazione 
^rariata; e nel'secbiido caso dall’ .applicazione di quella 
da cui la' proposta' considerata ’daUa* banda algebrica , si 
suppone derivai^ , cioò dalla cosiddetta equazione primi- 
tiva 1' Quindi nel primo caso la risoluzione della questione 
presuppone il passaggio d^l*eqaasioae;cbe esibisce, alla 
- sua. variata ; e nel secondo, il suo ritornò alla primitiva . 
Nel pr ino caso'dmique la delta soluzione suppone la co- 
noscenza dei metodi onde. trasformare in variata l’equa- 
zione proposta ; e nel secondo , qudli onde trasformarla 
in primitiva . 1 metodi che ai rapportano a questo secondo 
‘caso' prèsénlano l’idea di una operazione inversa di quelli 
cito si riferiscono al primo . ' Onde' Itr metodologia della 
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materaalica siihlimo va natoralineate divisa ia due parti . 

*# * * 

l’una inversa dcll’óUra'. Noi Seguiremo cpesta divisione 
uel corso delle nostre iilruizioni : c.ne diremo la prima 
parte metodologia diretta / e- metodologia inversa la 
seconda . ........... . . i .1 

Lé Dotioni algebriche sulle quantità variabili sulle 
funzioni materia- prima delia scienza , sono comuni' ird 
jonlrambe le parli . Quindi noi esporremo in forma di no* 
zioni preliminari la prima delle tre rimarcate sezioni : ver* 
remo dopo ella parte diretta della metodologia , e vi espor- 
remo i metodi onde passare da una certa equazione atfa 
sua variata, come quelli di farne uso nelle ricerche cor* 
rispondenti della scienza: e filialmente passando all’in- 
versa vi dettaglieremo quegli altri per cui dalla data equa- 
zione si ritorna alla primitiva, e gli usi che ad essa si 
rapportano . 

Senza riandare in questo luogo gli argomenti onde il 
piano generale di istruzione per Io studio della matema- 
tica sublime che ci occupa , si è folto dipendere nella 
mia citata Introduzione ^ noi ne seguiremo alla lettera 
la distribuzione; c divideremo perciò sì 1* una palle che 
l’altra in scile lozioni, seguendo l’ordine stesso ivi sta- 
bilito; lezioni delle quali la prima seconda terza c quarta 
comporranno la seconda sezione, nel mentre che la quinta 
sesta e settima ne formeraniia In terza . 
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Tale è 1* idea generale che doLbiagao avere delia scira«- 
za: tale il saggio hlosoQco e fondamentale che ci propo^ 
nemuo premetterne: tale il piano particolare di iosegna> 
mento. che andremo a tenervi in questo corso scolastico. 
Entriamo dunque in materia, ed incominciando dalle no- 
zioni pieliminari passeremo alla parte diretta delta mep 
todologia come precsi&lento alla parte inversa che daremo 
in ultimo luogo. 


/ 
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NOZIONI PRELIMINARI* 

Quantità vanc^ili e /unzioni, ^ 

T 

f . LJe lettere dell* alfabeto sono i caratteri ' che si adot* 
tano per segnare le quantità algebriche • Nell'aigcbra eie- 
mentare le prime di esse sono usate a sigoifìcarvi le quan- 
tità conosciute; e le uUime, a segnarvi le incognite. Nel- 
l!algebra sublime però quelle sogliono rappresentare delie 
quantità costanti ; e queste delie quantità variabili . Così 
che le a, ò, sino alla s esclusivamente son solUe 

segnare quantità costanti; e le tf, .x*, j*, 2, quantità 
variabili . Le lettere dell’alfabeto greco sono oggi di eguale 
uso presso tutti 'gli analisti • Ma aiffatto uso non deve 
tenersi per ioalterabile : ansi lo stato della questione porta 
sovente a prendere le ultime quali quantità ■ costanti , ed 
a riguardare le prime non solo quali variabili , ma an- 
cora a farle di fatto variare.' Queste eccezioni si vedranno 
avvertite o di proposito, o dalla forza del discorso . 

o. Se il valore di una quantità per esempio jt, di> 
pende secondo una data leg^ da quello di un’altra 
o di piu altre . , .'ì si ‘sa dall* introduzione precf- 

dente, che quella è detta funzione di questa, o di queste; 
La 'lettera iniziale f del Yocab^lo /unzione è la ca- 
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rAllerislica di siffaUa dipendeaza: in maniera che 

(T”» *»•••) 

significano delle quantità che dipendono in un modo qua- 
lunque da o da z » • . • t epperb 

a: = fj, a:= f(/, a...) 

TBppresenlDno con locuzione algebrica la dipendenza di j? 
da 0 da j-, z, . . . 

^ Considerando nel fatto algebrico f j, f ( z , ; . ben' 
bl vede che esse non signiBcano che un certo sistema di 
operazioni «Igebrlche eseguiteaopra di o sopra di 
Delle . costanti vi possono essere combinate ancora , le 
quali non sogliónsi per Tordinario esprcssarvisi . Quindi 
le funzioni f j, f (7, z , . . . ) » considerate nel fallo alge- 
brico rappresentano una espressione algebrica comunque 
composta della variabile 7, o delle variabili j*, z . . . , e di 
costanti; definizione data altra volta al vocabolo ftmùo^ 
HO) e ritenuta tuttora da taluni analisti . 

, In una equazione f (ar, jr, a, . . .) s=o il valore di una 
qualunque delle variabili dipende da lotte le altre: onde 
è che essa si dica variabile dipendente , nel mentre che 
tutte le altre si dicono indipendenti , La questione suole 
fissare fra le variabili quella che si cerca di conoscere ; 
epperb in queste, qudla che debba tenersi per variabile 
dipendente . 

UQ*equazioDe j Oggetto deU*analisì suUimf) dovrà con* 
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teDere almeno due variabili. Se le condizioni di. qd corto 
|)roblema guideranno ad una sola equazione, , allora uin , 
sola sarà la variabile dipendeule : se però guideranno, 
A piò equazioni , per esempio a due fra tre variabili ^ in 
tale caso polendosene determinare .due in funziono. delia, 
terza, ne avviene che due delle variabili saranno dipca>v 
denti ; cioè in generale tante saranno le variabili dipenr, 
denti,' quinte l’equaziooi date .‘Qualunque sia perciò la 
natura di un problema , se.ue 'potrà sempre considerare^, 
la Eoluztone come una conseguenzat della risoluzione (ji; 
equazioni ad una sola variabile dipendeule. ;; < ; . 

Le dtveise circostanze io citi possono trovarsi le funr^ 
zioni le haa fatto dire con diversi nomi : diauuuie rapò, 
doiiiente notizia. i / ' • ‘ iV * I; 

< ' 3. La dipendenza della variabile incognita può essere ia> 
una e. juàzion e espresso § manifesta, come t>«U*eqoaziout> 
•^=f/»*3:'=f(.r, 2,»,'.--) ri.;:. 
e può esservi combiuala e non maoifesta>, . «otue, nel<^ 
i’cquazioni ^ ^ 

^cl primo caso il valore della variabile incognita è dato 

• •' É-i -Jliiz*. \*rT''j 

tosto die se ne dà uno alle variabili indipendenti; e nel 
secondo per averlo uopo e prima risolvere un'equazione . 
In quello dunque la dipendenza, oiob la funzione è data 
esplidtaraente ; ed iu questo implicitamente. Questa cir« 
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costanza ha dato esigine alla prima ed alla più generale 
divisione fra le funzioni ; e le ha fatto dividere in fun*. 
zionì esplicite ed in funzioni implicite . 

- Come lo stato di isolamento o di combinazione delta 
variabile funzione in un'equazione ha dato luogo a que- 
ste denominazioni *, cosi l' indole diversa della sua valu- 
tazione algebrica ne dà le seguenti . 

‘ 4 . Le funzioni possono essere date in frase algebrica sotto 
^uc espressioni diverse . Le une possono essere date sotto 
un numero definito di termini ; e le altre , sotto un nu- 
mero illimitato ed inde6nito. Le prime per esserne la 
valutazione dipendente soltanto dalle regole fondamentali 
dell'algebra «ono dette funzioni algebriche : e le seconde 
si dicono finzioni trascendenti ^ in quanto la- valutazione 
non potendosi ottenere col solo mezzo di siQ'atte regole, 
sono considerale come superiori , trascendeuli alle risorse 
ordinarie della scienza . 

Le fanzioni per esempio ' • 

r=“l±££+±, */+mxr+cx=»' 

ntx -f* /* 

t 

sonò funzioni algebriche: 
e le funzioni 
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X-^= I — . . . 

a 

sono funzioni trascendenti . 

Quindi risulta i.** die le funzioni algetiricbe donno*' 
la giusta misura delle cose : laddove le trascendenti o non 
ne esibiscono alcuna come nelle serie divergenti , o la 
danno per approssimazione come nelle oonvergeitti. 

a.** Le funzioni algebriche sono riguardate come va* 
lutanti la cosa cercata : e le trascendenti come quelle 

>> 

che ne esibiscono il semplice sviluppo } che ne presen- 
tano dico il tessuto sviluppato e io dettaglio . 

5. Le funzioni si algebriche che trascendenti sono di 

< I. 

diverso nome . Fra le prime si dicono razionali quelle i 
di cui termini contengono U variabili tutte razionali: e 
si dicono irraùonaU quelle altre che ne contengono sotto^ 
il segno radicale • L* equazione 

dà un* esempio delle prime: 
e l*cqnaziqne ^ oj(^ 4* bx"^ 4* C 

se dà uno delle seconde* 

Le funzioni razionali indtre sono dette intera se le 
variabili non avranno esponenti negativi « nè avranno parte 
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ficl deDomlnalorc , come neirequazlone ; 

■ * a * , 

■ ' n .r * -}• -f c* 

^ = — ■ — n-T — 
m + » 

V 

e^ono delle nel caso contrario, come nell’ equazioni 


r .. 

à.‘ 


— 3 , r a ^ — I tiv'*. 

j=zax +CX 


Fra le fHnzioni Irasceadenti poi altre si dicono espo- 
nenziali i olire logariltuicbc, ed altre circolaci . La figura 

algebrica delle prinae si è in generale ' 
quella delle seconde logfj»; 
e quella delle ultinae 

[ ' sen far, cos Er, làn fx, col fx, sec fx, cosce fx, ec.*^ 
Ard. sen fx', Are. cos £r, Arc.tan fx, Ai'c.col fx, èc. 

Le funzioni nelle quali là variabile entra con espo- 
CÌenli irrazionali, come la funzione • 

V3 ,r V^'r ' ■ ■ ‘ 

jr zsax +OX * -j-cx 

considerate da Leibnifio oocupantiiUn medio tra le al- 
gebriche e le trascendenti, furono da esso lui dette /un-> 

a L 

Zioni intrasceneienfi . 

*: i m ‘ ‘ . 

6. Una funzione pno in' una slbssa eqOaziòné' 'avéfe* 
diverse forme: tale la danno Vequazioni dio la content; 
gbnó GiOQ- lineate^, come i’eqnazione ... ,.l 

‘ ‘ ‘ ^xjr c'isso ‘ ‘ - - ^ 
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Ifi tale ca^o Iti' funzione ^ 'stata detta ,^ti, generale /uh^ 
zigne mt4liifgrme\ e in particolare oeli’eseinpio propq« 
sio sarà biforme se a: è la funzione incognita', e trilbr* 
me se lo è 

j. Due funzioni sogliono dirsi simili , allorché tras- 
malate le variabili dell’ una in quelle dell’altra, i’una si 
trasforma nell’altra: tali sono l’equazioni 

Le funzioni si dicono omogenee o eterogenee secca- 
de che la somma degli esponenti delle variabili compo- 
nenti è o no costante in tatti i termini , come nelle 
funzioni 

j=z ax"* z-k-bxz"^ + 0 ^ , ysxax* z-\-hxz -\-cx-\-f 

Finalmente le funzioni si dicono complesse o incom- 
plesse a seconda che possono o ne scomporsi in fattori 
razionali, come per esempio le funsfóni 

x"* «+ mx* +axz -^amx = (x** + ax) (x-J- w) 
x^ — az^ = (x+Z V <**) (j? — 2 V <2z) 

Beco le nozioni necessarie sulle quantilli variabili , 
c le principali denominazioni che si sono date alle diverse 
specie di funzioni. Veoghiamo ora alla prima parte del 
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nostro corso scolastico: Tcnghiamo dico alla melodologi* 
diretta della matematica sublime ) oggetto primo del no- 
stro assunto. . > 
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METODOLOGIA 

DIRETTA 

DELLA MATEMATICA SUBLIME 

I metodi per venire da ana data funzione alia sua va» 
riata , cioè la diOereniiazione delle funzioni , e quelli di 
applicarla agli usi corrispondenti delta scienza , sono i 
due argomenti integrali di questa parte della matematica 
sublime « Noi soddisfarremo al primo sotto il titolo delle 
prime quattro lezioni ; ed al secondo, sotto quello delle 
ultime tre^ ‘ 

differenzuzione delle Fumziom. 

, PRIMA LEZIONE,,... . \ 

Derivàtione ìa^angiana : ossia differefisiazione • 
delle funzioni unovariabili , . > ^ 

^ C. ' ' ' . 

8. C7ia supposta H equazione ^=;fx, che può sempre 

« . ^ 
considerarsi come il risultato della traduzione algebrica 

delle condizioni di .un qualche problema . Questa equa» 

zione non rappresenta che la dipendenza di y da x, di> 

pendenza significata colla figura algebrica f^. Quindi, gli 
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cffiìtti ^lla^ vàiiabllllà esplicilà sopra tlj non ^otio che 
ra|i|jrcsentali alla lettera da quelli sopra di fx. La con* 
siderazione adufiq'ie di siHutta equazione' nel fatto della 
variabilità esplicita non si;ridiice che a q.uolla di f:r. Yen* 
ghiarao perciò a questa considerazione. 

Se 07 div iene x i non vi e dubbio che fjc diver- 
rà Quindi -la cpnsegueuza^ immediata del cam- 

liiamento di x sopra di fa; si è quella di produrla a 
11 primo oggetto dunque che il fatto di questo cambia- 


mento ci ^mette spttoccbi nella proposta considerazione 
di fr si c l’esame di f (.r +f) j cioè l’esame della sua fun- 

• ■ • ’■ v" . ’C I > 

zione variata . Donde si vede che la prima ricerca che 

ci si presenta nello studio della matematica sublime è la 

. ov • • t 

ricognizione di f(o7-|~f) per tutti i casi della composizione 
algebrica di far. Fed si' scorge poi che siflatla Ht^a 
non consiste che nel ritrovamento di una formula a1"e- 

o 


brica rappresentante f(07 -{- t ) 'indipcndentemenle dalla 
conoscenza particolare di foc. Ecco ciòcche andiamo'^ad 
eseguire . . . ^ . 

Per trattare questo argomento con tutta la generalità 
uopo i prendere la cosa a priori Lagrange è stato non 
solo il' primo a conoscere questo bisógno, 'ma ancora a 
proporci in una memoria fra quelle dell’ Accademia dì 
Berlino per l’anno lyjo. delie vedute dirette' onde sod« 
disfarvi Egli et ha '•divisato che la formola cercata ss 
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presenta in generale sotto Tespressione 






a . 'ò 


J,'H ;4 

^ a.o.4> 




espressione nelfa q^uale le A 

1 .• rappresentano delle funzioni dì x indipendenti da U 
a.*> delle (^uali l’una dcriv-a dall’altra contigua iti ma> 
niera costantemente uniforme ^ e tutte in prima óriginè 
derivano dalla funzione proposta fx ; cioè deriva da tc, 
come da A\ come A'^* da A'\ e cosi via via; 

3.° sono tutte denominate indistintamente funzioni de» 


rivale , eccetto fx la quale si dice funzione primitiva z 

4 . *^ vanno distinte l’una dall’altra con un nome ca- 
ratterizzante il posto clic occupano nella serie; in maniera 
che la A^ si dice funzione prima di fx; la A‘* fan» 
zione prima di A\ cppcrò funzione seconda di fx; 
la A'*^ funzione prima di A'\ epperò fnnztone seconda^ 

A\ e funzione terza di fx; e così dì seguito: 

5. ** sono tutte contrassegnate in corrispondenza di sift> 
fatta loro denominazione; così clic la è contrassegnata 
colla figura algebrica fx; la A'* colla V*x ; la A{^' col» 

la f"'x; ed in generale la colla f"x. 

4 
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Quindi la «spressione sotto coi Lagranga ci ba praien» 

tato la formola dello sviluppo di ^ 

% 

(L), . .f(jc+0=^-^+* . . . 


g. Osservazione i.* La proprietà delle f di derivarsi 
Puna dall’altra contigua in una maniera costantemente 
uniforme rende facile e pronta la formazione di questa 
formola ne’diversi casi della composiz’one di fjc: poiché 
riconoscendo il sistema delle operazioni algebiiche ondo 
dalla data fvr si deduce la i'x, si saprà nell’atto stesso 
il modo di formare tutte le ulteriori funzioni derivate. 

a.> Questa formola non contiene che le sole potenzi 
intere e positive della i. Or si danno de’casi in cui essa 
diviene illegittima ; casi che <vanno eccettuali dalla sua 
rappresentanza generale y cioè nc’ijuali essa ncn può usarsi 
a rappresentare Io sviluppo di f(o;-{-{), e non limitarsi 
a contenere quelle sole potenze ; casi perciò la di cui con> 
siderazione esco dal dominio del calcolo che sopra di que> 
sta formola sì fonda . 

o.'* Questi casi eccettuali si incontrano in certone fun« 
zioni , allorquando la loro variabile vi viene a riceverà 
de’ valori particolari : in manìerach^ la formola è sempre 
legittima (intanto che x si considera in generale , e può 
non esserlo quando sì considera in particolare. 
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4. * L« funzioni che corrispondono accesi ecòettuali 
sono le atgebriclie irraziòoeli o fratte, nelle quali taluni 
valori particolari della variabile x annullano delle quan* 
tita affette dal segno radicale , o qualche denominatore ; 
come ancora le trascendenti in cui tai valori annullano 
quantità logarìtmiche o esponenziali : le funzioni 

fx+v^(i+x^ ), fr 4 - 

fr + 1 ( I + j:/ , fr 4- ( * + * 

nel caso di xrs— i ne danno un esempio, 

5. * Questi casi si riconoscono dal risultato: stesso a 

cui ci porta la formola , allorché vi>si applica. Infatti 
le funzioni derivate f'jp, risultano o fin. 

dalla prima Vx o da un certo. ordine in>poi = '^‘, op^ 

pure = lo; espiessioni che siam. soliti segnare- col sca- 
gno OD , ma indeterminate , insignificatui ;,che nulla con* 
chiudono; che lasciano perciò Insoluta la questione che 
ci prevengono di essere la forraola , epperò il calcolo delle 
funzioni derivate lagrangiane che vi poggia , non avente 
luogo per essa; e che ci mostrano pertanto . il bisogno di 
altre risorse per potervi rispondere.. 

6. * La risorsa che si ha in tali casi onde avere lo 
sviluppo di f(x4-<), si riduce a ciò: essendo .srssa Qo 



)(^4X 

caso oficetluato si metterà a-\ri per x iu e qoiodi sì 
svilupperà con alcuno de’metodi altronde cono* 

sciuli , 4eneDÌo conto delle poteuse rotte e negative del- 
la come delle quantità logaritmiclie ed esponenziali 
che potranno avervi luogo . 

Se nella furmola di cui si tratta si suppone (xszx 
die è il caso più semplice della composizione algebrica 

di f^, e si segnano con le funzioni derivate cor* 

rispondenti a questo caso, si avrà 

A .3 

f (x+f) 3SX+ il', x-f ^ f". + l '*' • « 

epnerò 

•» . 3 . • 

,x+z— xs=z=i r.x-}- — X''. X -I — 

da cui per essere la i indeterminata si ha 

f^x=l, f'*. x=o, f''^x=G, ec. 

osservazione interessante che ci sarà utile in appresso. 
8.* Se nella medesima formola si farà x=o, si avrà 

f / = f (x= o) -f** 

.8 

4- l''(x==o) + . . . -p^f " C-a?=o) +. . . 

Or fx e f( rappresentano il medesimo sistema di com- 
^izione algebrica , i nell’ ano stando a luogo di x net- 
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l'altvo:. Quiudi mati|ndlo i ia Xi' avremo U forinola sot> 
to l*aspeUo I • . . ' .1 . • . ' . : 

• (M),..fjr=3f(x:so)H-a:f\'a:i=:o) y. 


+7 f"(^=o)+- • : 7777 , 


formola che rappresenta lo sviluppo di una £r secondo 
le, potenze ascendenti di x; in cui i coefficienli f'’(x=so) 
SODO quantità costanti ; che per essere un caso partico^ 
lare della formola (L) può cadere- sali* eccezicme' notata 
(seconda osservazionè) ; Cs cbe ’si conosbe> sotto il nome 
di teorema, di Maclaurin dal geometra inglese cbe co 
la propose . r , . . 

, 10. Veniamo ora al teorema di Taylor., il di cai usa 

nella matematica sublime ò per cosi dire continaoy e ebe 
fido a Lagraoge 'non fu dimostrato che con vedute me- 

1 

taQsicbe e molto - imperfette • < 

• • Sia la ietterà A > 1 * indice di una differenza,' e si avrl^ 


(x+0 — -Jc s= 

f (x+i)— fr= fx==A fx. ' 

ónde dalla formola (L) si avrà 


A fx= Ax . 

2 


Questa formola rappresenta lo sviluppò della diSTerenti 
tra lo stato primitivo e variatt di una fx, ordinata sei 


Digitized by Google 



condo le poterne ascendenti, intere, positive di Ajf. 

11. Or non vi ha dubbio che siffatta formota cosi 
disposta non può tra no termine* e l’altro contenerne de- 
gli intermedi ; epperò che rappresenti il quadro di tutte 
le parti elementari , delle quali va composto il tessuto 
per COSI esprimermi di à ix. Quindi ognuno de’suoi ter- 
mini formando una parte costitnente della differenza di far, 
può denominarsi differenza parziale di- far; ovvero a- 
sando una espressione più compendiosa e comunemente 
gegoita , potrà dirsi differenziale di far. Ma come una 
differenza totale si è contrassegnala colla delta majusco- 
la ; così ragion vuole die una differenza parziale, cioè 
tin differenziale si contrassegni colla delia minuscola . Noi 
per uniformarci all’uso introdotto fio dall’ invenzione dea 
nuovi calcoli , prendiamo quesl’oltima dal carattere tondo 
dell’alfabeto latino. Onde dfar denoterà il differenziala 
di fx, cioè sarà una nuova notazione do’termini dello svi- 
luppo lagrangiano di Afx. Ma tutti i termini di questo 
sviluppo sebbene siano egualmente differenziali di fx in 
quanto tutti sono parti costituenti della sua differenza , 
non ne sono però de’differenziali identici perchè non tutti 
vi esistono dell’istessa maniera; il secondo ripete la sua 
esistenza dal primo, il terzo dal secondo, il quarto dal 
«erto, c così via via. Dunque per distinguere questo di- 
verso modo di esistere de’ differenziali ; cioè secondo la 
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frate ordinaria per diftÌRguer» i didereniiali di direra^ 
ordine, assegniamo aUa lettera d un esponente diverso 
a seconda del posto che essi occupano nella serie; ja-ma» 
niera che 


d fx, Xr, £r,'. , . d” £r 


sono le Ggure del primo del serendo del terzo . . . del- 
l’ennesimo diflerenzìale di fr, cioè del primo del secondò 
del terzo . . . dell’ ennesimo termine dello sviluppo della 
sua diSerenza Afa:. 

Da ciò risulta che Aor'‘.f'^x , d" Cr sono due figure 
algebriche che segnano una medesima idea: epperò che 
l’iina sta a luogo dell’altra. Quindi' marcandone col se- 
gno ss la corrispondenza si avrà 

Ax”. f”x=d" far : donde f"xss ^ 

Ax" 

Or Ax. rappresenta ja differenza di x, cioè di fx nel 

caso in cui fx=a?. Quindi in tale caso Ax” f”x=d” fx, 
ci dè Ax . f'.x=dx:ma (g‘,7) f'. x=i: dunque Ax=dx: 
epperò sostituito dx a Ax nella trovata espressione si avrà 


.n d” fx * 
f X=3 

dx" 


cioè - , . 3 

f’x-— f»x-^-^ f"x-— ec. 


Digitized by Google 



C soslitueedo f>ella> forinola si avr& 


j^£r: 


Atx 




’djc-f 


fi* fr dr* 


di’ 


, ^ {t dx^ , 

'^- 7 r 3 “-TT+ 


d"fr 

di'» 


dx” I 

» 


Ji 

1 . . n 


dx3 

«yvero per essere 


dfr 


(T). . f];x+dx)=fx+ 



• 4 * • • 


<r fr 

di'* 


d.r^ 

ii.n 


forinola conosciuta sotto il nome di teorema di Taylor, 
e che fallo frssU può mettersi sotto la forma 

' f(x+a^)=U+dU+^d’U+-j^d’u 

1 .. R 

la. Si noli ora i.® la forraola (L) e la (T) espri- 
mono una medesima idea , ma con segni diversi ; quindi 
sono formole fra di loro reciproche ; e l’una può usarsi 
a luogo deiraltra • 
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♦ a.'* Le«quantitìk contrassegnate con » 

(Ifr d^fx d'^fr ... 
dx » dx» V dxd » ‘ ' 

. » \ » t ' ' • 

«ogllono dirsi cosjjicienti differenziali del primo ^ del 
secondo^ del terzo^ ec. ordine: onde funzione en/ic- 
sima e coefficiente differenziale deW ennesimo ordine 

‘ i 

sono frasi sinoniiue» 

* 

j.® Moltiplicando nn coefficiente diOerenziale 
■ ' ■ d”fr ■ • 

• • ‘ ■ j 

per d.x” si avrà il differenziate corrispondente 

-^iidar”(=;d"fx) 

dx« . ' 

di ic. Onde il differenziale di una funzione si reputa asse- 
gnato, allorché sene conosce il coefficiente differenziale i 

• t 

c viceversa : quindi non si considera che come una sola 
l’operazione che conduce airuno ed all’altro. 

4»*’ Il processo analitico per assonare un differen* 
ziale suol dirsi differenziazione ; e quello onde si arriva 
ali’ intera formola (T), difflirenziazione totale i simil- 
mente quello per definire una funzione derivata o l’in- 
tera forinola (L), suole divisarsi col nome derivazione 
o derivazione totale ; nome a cui per non potersi con- 
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fondere con altre specie: di derivazione che avvi ia ana« 
lisi , potrebbe unirsi il vocabolo lagrangiana oppure dif- 
JerenziaU'. ondale denominazioni differenziazione e de~ 
rivaiione possono usarsi l’ una in luogo deiraltra • 

■ 5.® Se’ in un certo problema si proponesse di asse» 
gnarc una funzione derivata, o un coefficiente diflercn» 
ziale mediante altre funzioni derivate o altri coefficienti 
differenziali , allora la specie di paragone che questa ri» 
cerca comprende pub dirsi calcolo delle funzioni de~ 
rivate y o de* coefficienti differenziali', come 1* analisi 
dell’equazione dal problema esibita e necessaria per ef- 
fettuare un cotal paragone , può dirsi analisi delle fan- 
zioni derivate o delle funzioni a coefficienti diffe' 
renziali , 

• * / 

6.® Dalle due precedenti considerazioni risulta che le 
denómmazionì derìvazioney calcolo delle funzioni de* 
rivàìey analisi delle funzioni derivate ; ovvero le lóro 
corrispondenti differenziazione y calcolò de' coefficienti 
differenziali (comunemente calcolo differenziale) ,anrz- 
lisi' delle funzioni a coefficienti differenziali y non sono 
JD fondo sinonime; la prima indica la operazione che con - 
dàce 'ad -utia* funzione' derivata , la seconda il paragone 
di più funzioni derivate, c rultima la risoluzione dcU’e- 
quazioni complètlente delle funzioni derivate: ciò nono- 
stante sono alle volte usate alla maniera de’sinonimi ; cioè 


/ 
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usate l* una. in vece 'dell’altra', tutte le voUe-^cL» 
diOTerenza non sìa necessaria a marcarsi.' ' . M- ^ - 

.7.® Bisogna guardarsi, dal prendere jè ,.fvc'* 

per notazioni identiche: poiché la prima nota la funzione 
ènnesima di far , la seconda la funzione ènnesima di. ar^ 
eia terza la potenza cnncsinaa di fjr:, come pure dal 
prendere per tali d”c-, dx”; la prima essendo il segna 
del didcrenziaie di ar dell’ordine ennesimo,' c la seconda 
la potenza n di essa, _ • ‘ i ■; <: • 

Dietro a tali considerazioni quale delle due notazioni 
èioi seguiremo io questo «orso, scola'stico? Io ho altróva- 
sostenuto la preferenza decisa della notazione lagCangiana 
'sopra quella del calcolo dHTerenziale tanto se lìl riguardi 
Ja cosa con occhio .fìlosoCco, quanto tecnicamente.- Xolq 
preierenza noi non possiamo seguire ia questo lavoro, che 
ha per oggetto la' meta e semplice istruzione « bisognò 
scostarci il meno possibile dagli usi m oggi segùiti| onde 
non lasciare dell’intatto ignoto agii, alunni il lingnaggia 
che tuttora ritengono gli odierni analisti . Fissata l’idea, 
deir identità delle due notazioni non è cosa fuori propo- 
>sito se senza recare confusione e imbarazzare il discorso, 
si usino entrambi all’occorrcnza . Noi lo faremo,' ma con 
certi riguardi . Faremo ‘pochissimo uso delia notazione 
lagrangiana vocale, perchè pochi.<simo osata dagli scrittori 
di calcolo, I quali ritengono quella tutlo'ra deU’antico lin« 
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guiggio, cti« noi seguiremo con essi . Useremo al eontrt« 
rio con frequenza e semprechè la semplicità deU*espres« 
•ione lo esige f quella cifrale perchè oggi spesso in uso 
presso di «ssi , previe però le raodiScazioni da me altrove 
proposte per le funzioni raullovariabili che noteremo a 
suo luogo. Seguiremo infine per l’ordinario quella del 
linguaggio primitivo, cioè del diOTerenziale ove l*uso riesce 
meno inopportuno ed incomodo , perchè comune ancora 
presso gli scrittori de* nostri tempi. 

Passiamo intanto ad applicare i principj fondamenlali 
delia scienza di già stabiliti alia differenziazione delle fua« 
ziont ad una sola variabile. 

r i3. lUaa funzione analitica comunque composta noir 
può esser che il risultato di altre funzioni prese come 
funzioni semplici e combinate variamente fra loro mercè 
le operazioni fondamentali della scienza. Or se si cono* 
•ceranpo le regole generali della differenziazione delle fun- 
zioni considerate come funzioni semplici e sottomesse alle 
dette operazioni , è chiaro che si avranno Dell’atto stesso 
tutti gli elementi , ond’eseguire la differenziazione di qua- 
lunque funzione composta che un qualche problema po« 
trà a tale rigetto proporci . Noi divideremo dunque in ^ 
due partì questo argomento, i.» Vedremo 1* influenza de- 
gli esposti principj sulla somma , moltiplicazione, e gra- 
duazione delle funzioni considerate come funzioni inde- 
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compoaibili , semplici ; cioè tratteremo della diSerensia« 
xiooe elementare • < , 

3 .** Mostreremo con degli eiempj Poso di essa nella 
diOerenziazione delle funzioni composte. 

14. Sia sopposto Y=s fr, Y'= ed avremo ' * 


’ Y' 

Y+Y*. Y.Y\ ^ 

per la indicazione delle tre òperazioni fondamentali sulle 
funzioni Y^, Y' prese come funzioni semplici . Cè^rcbiamo 
dunque consecutivamente le regole della diSerensiasiono 

t 

di queste espressioni algebriche elementari. 

Mettendo x-f-t per x in Y, Y' avremo ' 





i 


i 5 . Quindi 1.* 

Y.^,+YV^,=Y+Y'+r (f'.Y+ f.Y‘) -f . . . 
cppeiò (7) 

f'.(Y+Y*)=f^Y+f^Y» 

ovvéro (1^ 

d(Y4-Y>) _ d 

^ dx dx ' dx 

cioè 

d(Y+Y') = dY+dY* 

donde la regola generale : <7 differenziale della sommn 
di due funzioni eguaglia la somma decloro rispettivi 
differenziali . Se la somma delle funzioni da differenziare 
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Sf còmpTTOtJtssè piu di due funziooit «Jlorfc la mede^icn» 
redola avrebbe luogo. Infalti supposto die- sia ' : 

■' ‘ ' '* ' v'+Y'4-Y''+t''’+.'.. ' V- 

. • • 5 , •• 

la somma da diiTerenziarsj^ si farà 

Y'=Y'+Y'.',in d(y-fY').= dY+JY* 

^Y" =Y'\4’^ '■* in quello die ^ne risulta 
Y"'=Y'"+Y"“ io questo secondo risultalo 
^ COSI consecultvamenlQ 


si avrà 




d(Y+Y'+Y''-fY‘"-|.,..)=aY+dY’4-dY"+dY'"+..» 


E se taluna delle funzioni componenti sarà con Kgno 
negativo; cioè seia differenziazione proposta coroplellcrà 
la operazione regressiva’ corrispoitdenle lo sottrazione , 
allora tale segno si comunicherà , come è facile vedere , 
al suo differenziale, e la regola avrà sempre luogo so- 
stituendo corrispoodeutemente il vocabolo differenza, et 
fomma , • 

Quindi si avrà in generale: il differetruale della 
somma o della dij/erenza di più funzioni eguaglia la 
somma o la differenza decloro rispettivi differenziali . 

a.® La operazione Y.Y* abbraccia il caso in cui una 
^fcìlc funzioni, per esempio Y', = (i :Y'); caso che co« 
slìlulscc quello dell’operazióne regressiva corrispondente ^ 
la divisione: consideriamoli l’uno dopo l’altro. 
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}•' locomiaoÌMtdo d4iCdso ..deil4 ,moli^ilÌM£Ìone 
Tremo . ...... .. 5.. -X..; 



Y' , . = (Y4- 


*f'.Y. 


0CY"4-if',Y'4-’...) 


ss YY '4- ì ( Y-f Y'4-Y 'f'. Y >4- . . . 


donde (7) • . -$ 

f'.YY'sYf'.Y'4-Y'f'.Y 

ovvero (i3) V > -• T 

flYY^ •' MY*' • , y/ .1 Y ^ 

<ì.i- dx 

• r ^ 

cioè . . . • ' • , 


, ./lYY'i^YdY^^Y'dY. 

— ' • 

donde la regoli generai^: il dìfferetniale d^l 'yrodolto 
di fljf/e funzioni eguaglia la somma de* prodotti pat^ 
zittii deWana pel-differetìziale -deW.allra , 

Questa regola si estende ad un prodotto indefinito di 
funzioni. Infatti, supponendo successivamente in YV'' 


Y'= Y'Y", Y"=; Y"Y"', Y"t:Y'"Y"", cc^ 


si avrà corrispondèntemente ■' -i ‘ - ^ 

iiYY'=YdY'4^Y'(nr 

dYY'Y"i; Y'Y'MY'^-YY'’dY'4-YY'dY" > • 

dYY'Y*JY'"~Y'Y''Y"’dY4-YY''Y"MY'4-YY'Y"'JY'* ’ 

■ \ ' 4,Y\ Y"dY'". 

oc. ' : cc. 

donde per analogia si concbiude in generale la regola 
sopra enunciata colla dovuta estenzione: il differenziale 
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éel prodotto di un numero m M fmitioni eguaglia la 
somma de' prodotti allenti di m-» di esse pel dif’^ 
Jerentiale dell' altra , • 

Venghiaoio all® dÌY^iono* 

17. Abbiamo 

_ Y 4- t f*.Y 

Y' . i'.Y '4-. . . 

x-i—l 


ovvero effelluando |a divisione » 

Y , . ( Y'f'.Y— Yf'.Y' 




Y* 


r^l+- 


Quindi (7) 


.. Y _ .Y'f'AVYr.Y' . 

• ’ i ‘ rr 


ovvero (*^) 


Y‘* 

* S 4 


t 




donde la regola generale : il differeniiale del quoziente 
di due funzioni eguaglia il prodotto, della funzione 
divisore pel differenziale delta funzione dividendo 
meno il prodotto di questa pel differenziale di quella , 

il resto diviso pel quadrato della funzione divisore, 

Y' 

5.“ Nella considerazione dciroperazione Y due casi 
ci si presentano; quello della base variabile» coll’esponente 
costante, c viceversa . Giusta la segnatura ordinaria la 
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figure cbe li rappresentano 'sono a?”*, x essendo'una; 
funzione di jr, ed m , a due costanti : la prima x*” ra^.*- 
presenta il genere delle funzioni polenie, e la seconda 
quello delle funzioni esponenziali . Incominciamo dalla 
prima f proponendoci di assegnare f'.x’”. 

i8. La funzione x” abbraccia diversi casi derivati 
dalla condizione di m , Pub i» essere intera fratta posi- 
tiva negativa . 11 metodo che terremo per la diOerenzia* 
zione di x”*’ sarà indipendente dalla considerazione par- 
ticclare di questi casi , cppcrb tulli li abbraccerà sotto 
Penunciato di una sola e medesima regola. 

Se X diviene x+i , x”* diverrà (x-|-/)'” . Quindi 
applicandovi la forinola (L) avremo 


(x+i )”* = + i f'. x”*-l- . . , 

ovvero dividendo per x” , 

(» + t) =»+ — f- 


x’^4* . , 


.r 


supposto (t : x) = si avrà 


' j /n~i 



Qui si consideri che la serie rappresentante (i-f-A)”* 
non pub contenere che le grandezze 7i, m\ in quanto 
è manifesto che uno sviluppo non può compiettero che 
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1« io1« quinlltà contenute nelle funtione che rappreiett« 
ta; inoltre b indipendente dai, epperò da /i che, 

f a:” 

dipende da i. Quindi — non polendo dipender» 

da hy sarà soltanto dipendente da m; cioè sarà una fun- 
zione Fatto dunque 


avremo 

Per assegnare ora la forma particolare di consi- 
deriamo l’equazione 

ss I -f"/i9 ^"1“ • • • 

e troveremo che 

(i+/i)’”’*“*ss(i+A9W+ . . .)(‘+^) 

ss I “i"/i ( 9 ^' 4 ’ *)“l” • • • 

\ 

(i-h/i) =(i -f-A (901+1)-!- •••) 

ss i+A( 9 »n+a)+ ... 

(»+/i) =(t-f-^(9wi+*)+ • • 0(*"i*^) 

ss I +A (901+3)+ .. . 

donde per analogia potremo conchioderne 

(i+A)"*‘^*ss i+A(9ot+A)+... 
k rappresenta un numero intero. 
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Questa conrUiusìone ci insegna come nna proprietà 
di questa specie ’ particoilare di sviluppo ebe il coel&« 
cieute tftn diviene 9/» quando T esponente m divie* 
oe 01+ A:. Ma nel tempo stesse abbiamo die all*espo> 
«ente rtt-^k corrisponde il coeiBciente dun- 

que si ha reqnasione 

A» 

9/tH-A‘=9(/»*ì-A) = (8) 9/7J4-A9^/n+---^ 9"/u 
donde per essere k indeterminata risulta 

9'/nss I, 9"m=o, 9 '"/ 7 i=o, ec. 

Ma questo risultalo suppone (10) che 9m=sm: dunque 

f # ttt _i • • rt ^ 1 

\x * diviene i\x 

dunque 

1 m 

— s=mx'”~*; epperò àx^ = do? 

Se x”* sarà alletta da un coefficiente costante che dico Jy 

\ • 

allora avremo : ; ^ 

f. 

•vvero 

^ Ax*’^^Amx”^'“^i,X'=zAàx^ 

Quindi potrà concbiudersi ingenerale il di fferen-> 

vale delie funzioni potenze r» ha diminuendone di a 
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responentCt e moltiplicandoie per P esponente primi- 
tivo , pel d\j[)'erenziale della loro base , e pel coeJjfU^ 
dente costante se ne vanno affette . 

a.® Nella differenziazione delle funzioni potenze af- 
fette da coefficienti costanti è sempre indifferente ai 
risultato lo scrivervi siffatto coefficiente fuori o sotto 
il segno della differenziazione» 

Or essendo 

(’*. .r'” =: w (/»— i) 

('".zc'^zz ot(to— i)(w— 

I ■ • 

epperò per analogia 

f jr'" =S f» C w - 1 )... (m -»+» )•*•”” ” 

Quindi sostituendo nella formola (L) se ne avri 


{X’i-if' 5! a:”’4-nax'” 


i-i,. , ^w-2,.a 




tn 


i • 2 • • • ^ 


formolo rappresentante la differenziazione totale delle fun- 
zioni potenze considerate sotto la forma semplice x”, 

che si conosce in analisi sotto il nome di teorema di 

* ^ * 

Ne^vlon, e che dimostra perciò questo teorema in unaì 
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maniera a priori 12 indipendeute da qualunque conside* 
razione particolare . 

Passiamo alle funzioni esponenziali . 

Nella funzione a* l’esponente x si conosce per una 
tacita convenzione sotto il nome di logaritmo , e si se- 
gna coirabbrcvialura log hi maniera che facendo 
bilia a' = log T'. Quindi le funzioni logaritmiche prese 
nel vero senso algebrico non sono che la significazione 
degli esponenti delle funzioni esponenziali : e perciò la 
loro considerazione è inerente a quella di queste funzioni • 

Da ciò avviene che la differenziazione di cui dobbia- 

• » * 

u)0 trattare comprende quella delle funzioni a^, e delle 
funzioni log x. Noi istilueremo su i principj dimostra^ 
quella delle prime, perchè le prime a presentarsi nella 
considerazione della graduazione: e quindi dedurremo 
da essa quella delle seconde che ne sono derivate e 
reciproche, - 

19. Sex passa ad passerà ad ep.- 

però dalla formola generale (L) si avrà 


ovvero 




'V.a 


•> 


li'J 
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• (ìiicstG sviluppo non può contenere cbe le iole -qiidn'- 

f * f* ^ • 

1:1 1 a, i : eppciò ~ - uon potendo dipendere cbe da a 

j'iiaiDPule sarà 

£jl 2 — cioè . a"* 


ovvero 




-j — = 9a.a i cioè da^=s 9<i .a^ do; 

diircrenziote cercato delle funzioni , 

20. Ptr averne quello delle logaritmiclie log y sìa 
supposto ; cioè a: s log/, e si avrà dx = d log/ ; 

éppeiò 


d/ =<?«./ d log/ 


donde risulta 


d log/ — 


2f. Queste espressioni dipendono da tunrione 
incognita di a . Quindi per conoscerle appieno uopo è 
riconoscere questa funzione. A tale oggetto si consideri 
cb : essendo 

• ^ X X • * 

f'. a = 9 <i . a 

sarà 9 

rn X a X ti u ^ 5 X 

f". a =:9a .a , f '.a ,a , cc. 
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«pperò «ostUatndo nella furmola (t) si avrlk 

.a 3 

ss (i +• 9 a^ T- 

a 2 • j 


.n 

* ^ n 


i.a. .B ^ / 


ovvero 


a*=s H-ioaw- — oa® -5- -i-- aa^ 
a ‘ a.j 

‘ » n 

.*• • • • — fio 

I . a • . rt ‘ • • • 

# 

Per essere i iadeterminaUi questa equazioue dee sussi- 
stere per lutti I* valori particolari di essa . Quindi fa- 
cendo * sr ^ si vede a colpo d’ occhio che il seconde» 

membro vi diviene numerico, e perciò determinato; cioè 
si avrà sotto l’espressione 


a s- »r* ■ ' ■ 

2 a*o 


« . . 1 i 

A 

a.J.A i.2.,.n 


ss a, 7 .s 8 a 8 i 3 

cioè supposto a , 7182818 := e 


se: donde s (i, 
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equazione clic cotilenendo la sola come iocognita co 

ne dà sul campo la delermiaazione -, cioè assumendo la 

lettela 1 per la notazione de’ iogariltni neperiani, oi di 
s= 1 a . 

Dunque 

drt^r? 9<l . Jx s Irt • rt do: 


epperò la regola generale. 

Il differenziale delle funzioni esponenziali egaa- 
glia il loro prodotto pel logaritmo neperiano della 
base e pel differenziale del loro esponente • 

J 1 d y ày 

2.® dloer— — — r— 


apperò la regola generale: 

Il differenziale delle funzioni logaritmiche egua- 
glia il differenziale della quantità sotto il segno lo- 
garitmico diviso pel suo prodotto nel logaritmo ne- 
periano della base del sistema a cui il logaritmo 
appartiene . 

Ovvero pe’ logaritmi neperiani , quelli che per l’ordina- 
rio si usano nel calcolo sublime, e di cui si intende sem- 
pre parlare ogni qualvolta che non ne è avvertito il 
contrario 


dlj 


ày _jr 
yle " y 
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•pperb la regola corrispondente : , « . . x > 

■ ' * . - 

Il differenziale delle funzioni logaritmiche egua» 
glia il differenziale della quantità sotto il segno lo- 
garitmico diviso per essa^ 

ai. Mettendo in a***"* il valore trovato per <^a si avrà 




. 3 , 3 

t la 
a . 3 ^ 


. i la . • ' ^ 

• • • — ■ ■i.-.p* «t-» • • • 

la a* • . n 


per la fórmola dèlia dUTerenziazione totale delle funzioni' 
esponenziali : ovvero dividendo come sopra per a% e ma*- 
tendo i in y se ae avrà -, . . , 


a'^zsi+jrla+ 




1 . a . 


3,3 

jrla 

2 . 3 ' 
'f* 




per quella del loro sviluppo , la- quale nel sistema' ne«> 
penano per essere a=e e lassi, diviene 


«‘^=>+7+ 
i3. Essendo 


2 3 n 

4. • r„ 

“T* • • • 


+ 


I • 3 • • n 


•f^# • » 
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sarà (i6,o i8) 


r. iog^ = — 

X 1 a 


* ^ 




r'.iog^= -t 


I .9 


^ìa 


, f . log j: = i 


t . 1 . . n 

x"U 


il segno superiore esseudo per n impari e l’ inferiore per 
n pari . 

Onde sosUluendo nella forraola generale (L) avremo 
log (iT+r ) ss log j: 4- • • • • 

_L li,—* ••±— — +••• ! 

per la formòla della ' diflferenziazìone totale delle fun- 
zioni log X, 

Questa forifiohi'ci'dlt 

log («+(•>— log arj = log = '"g (' + 7 ) 1 

1 I / ^ + ■* - ? 

=rah“;?- + -3?" -7? 


ovvero supposto = s 


X* ' s" __ 

log(i+z)=j^(z — 7 + J- ’*-±- + -*0 
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serie contergente nel solo caso di cpperò sollo 

questa forma inapplicabile al calcolo de’ logaritmi • Que* 
sta serie però maneggiata con delle opportune trasfor- 
mazioni può somministrarne delle altre convergentissimc 
Onde potervi istituire siffatto calcolo . Noi non ci inol- 
triamo di vantaggio su questo argomento, non apparte- 
nendo all'attuale corso di istruxione • Solo ci facciamo a 
rimarcare come cosa elio ci appartiene , che la forraola 
lagrangiaoa nel caso di x=so, cioè il teorema, di Maclaa- 
rin per queste funzioni cade nell’wcezione notata (9,03- 
serv.). Infatti questo teorema rappresentato , dalla for- . 


mola (M) dà 


log log 0-1-1 pi- 




ovvero per essere log o = — co 

* 

logx = (-«)-l---- +- 
ovvero considerando che un termine qualunque 



o 


al prodotto di n fattori = 1 , cioè giusta il segno usi- 
li 

tato ss 00 

logxss(— oo)-l-0o — 00’ + — •••±0#":? ... 

espressione misteriosa indeterminata, e clic nulla ci la- 
scia vedere sulla proposta valutazione di log jt. 
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a4< Una circcstanta die pvb acoompagoare le fua* 

rioni x*”, non si è sinora considerata; circostanza 

ordinaria ad incontrat^i nella moderna analisi, e che bU 

' . • . . . . Y' 

sogna esaminare per la piena considerazione di Y . 

^Kelle funzioni x”*, a* che come si è veduto forma- 

nò i due casi della operazione Y , x pnb essere imma- 
ginaria quindi uopo è vedere se questa nuova circo* 
stanza apporti delle modiBcazioni su di quanto vengliiamo 
di dime , o generi delie nuove conoscenze da tenersi in 
considerazione nella parte di analisi in cui siamo. 

Le funzioni x"*, nella ceonata nuova circostanze 
prendono l’aspetto 

(xV— i) , a 

La prima ^ 

altra novità non ci presenta che di essere x’” afTelta dal 

coefficiente (^-> 1 ) , coefficiente costante e che rientra 
noi caso di già consideralo (i8). Non h cosi della se- 
conda : essa sebbene non apporti alcuna modificazione 
alle. regole. stabilite (zi)« genera però delle nuove fun- 
zioni di cui l’odierna analisi fa un oso perpetuo sotto 
forma di funzioni semplici , Si richiami essa dunque sulla 
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f»rmola del nuoi* as i.*, e si avrà ' 

Wv — 

.3 ^ • o 


+:.. +Hi£: + feicr-i y- .,; . . 

"”i.2..an“ i.a..(an+i) •*-••• 

R è un numero intero ; il segno superiore corrisponde 
ad n pari , e P inferiore ad n impari • 

Questa formola può mettersi sotto la forma 


xV-~i , • (x\a) 

“ =*-T7i“ + r7x: 


• ^...± 


1 . a ... 2/1 + • • • 


^ (xìa)^ ^ 

1.2. .(a/i + i) j 

forma in cui ci presenta le due fanzioni reali trascendenti 

, (jflrt)^ , (jclfl)^ ^ fxla)*"*^* _ 

fxssjr— V- + - 7 ^— -* •• • 1 , 3 ^. 

j i« 2«3 1 bU« ^ 

> , 

F,t~ 1 - -L ^...± (-r 1 fl)^° • _ 

• *•* 1 . 2 . 3 . 4 1 , 2. . a/l ■*■.** ” 

le. quali nel caso piò semplice di a=e sono considerale 
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in analisi come funiioni sem^ltc» ^ è' rappresentate c<Jo. 
una segnatura parliÈularè cio& alle due segnatui;e gene* 
rall f, F vengono sostituite le altre due sen(seiio), cos* 
(coseno), che i vai quanto dire la prima funzione si usa 
setto la denominazione di senOt e la seconda sotto quella 
di coseno. Quindi senor, cos x rappresentano le due fun- 
zioni trascendenti e reali fr, Fx di cui si parla; onde 
1.® queste funrioni considerate Gn dalla loro invenzione 
come quantità geometriche, hanno una natura puramente 
analitica: a.® si hanno l’equazioni ' , 


sen . 


cosx=X — ■ 


X 


X 


» . a 




' ^5 

X 

3C^ 


+ • 

i . a . . 5 7* 

A • 1 a • 

7 

J ■ 

6 

X 


+ • 

j . a . . 4 

A • 21 • • 

6* 


per la rappresentanza di siffattè loro natura ; o.* dalla 
loro combinazione risaltano, come sappiamo dalla teoria 
angolare , tutti gli altri individui della famiglia delle co- 
siddette funzioni angolari , il di cui uso continuo nella 
moderna analisi ne rende necessaria la considerazione . 

e 

dette funzioni quantunque nascano indipendentemente 
V una dall’ altra sono frattanto legate fra loro , essendo 


sempre sen V(*“* cos® x), e viceversa. 

Dietro a queste considerazioni che ci saranno utili qui 
appresso, possiamo conchiudere che per la piena consi- 
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derttione della dilFcrcnzIatione di Y resta ancora la 
deduzione delle regole concernenti le funzioni angolari. 

Noi prendiamo la seno per la fondamentale, per quella 
cioè da cui facciamo dipendere la coseno mediante la 

• • * 4 a a * ^ \ 

relazione (4 ®), epperò tulle' le altre . Quindi noi dedur- 
remo da’ principi generali la diSercniiazione di funzione 
senOf e per essa quella di tutte le altre funzioni angolari . 

i5. Sia senj:=frr se 'or .^diviene x+i , sen x di- 
verrà sen(x -{-/); e dalla forraola (L) si avrà 

• •• ‘ . C-. . ... ; 1 


f(j?+i) =5 sen(j:+/)s sen x-\-i f'. senx -j- . 

Bai numero precedente abbiamo 

- ’ I. - hc^--'tZ. - ’ 

e * — scn X, V — I + cos.r 

epporò ' i • L-i ^ . . 

i t. * 

=: (scn X, . V- 1^- cos x ) (scn ì . y'^ i-:- cos /) ^ 

cioè 

sei! (x 4-Q , y^— 14 - cos (x4-/J s; cos x cos i —> sen x sen i 
4- (sen X cos i 4- sen i cos x) i 


Ma sappiamo dall’analisi elementare che in un’equazione 
con immaginar] le p^rtì reali e le parti immaginarie si di- 
struggono divisamente fra di loro : dunque 

sen (X't-/) =; sen x cos / 4 - sen i cos x 
■ cos =3 cos X cos i séil X scn i 
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seu x4-t f*. sea X . e= sen x cos i 4- sen t coi .r 
donde 

< . ! *en* - .V- iC.seiì» , 

se» * = • cosT (»- cosi) + -i . 

Ma (num. prec.) i — cos i s= F i ; dunque 

* 

. » n • sen X , f'- SCO * , 

seni XI Fi. 4-i , — — — 4- • 

cos X cos X 

ovvero arrestandoci al solo primo termine 

f'. sen X 


sen I XI . 


cos X 


t % ■ 


Ma la funzione seni non può dipendere idie dalla sola i 
e da costanti: dunque dovendo f'.senx essere indipen* 

SC'Q ^ * t 

dente da i. ne avviene ebe -— ■■ ■ «. non pub essere ebe 
' cosx * 

una funzione di sole costanti . Detta a questa funzione , 


avrassi 

f*. sen X • ^ ri 

X a ; cioè r, sen x x « cos.r 

cos X 

Ilssendo 

f\ sen xxn cosx 
^arè 


f'‘. sen xxaf. cosx 
Ma ^ 

cosx X y (i— » sen x) 

dunque 

f.senxxa f'iV (i— • sen*x) <=(s8) ^a*scnx 
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Quindi -n •▼ranno gli nUeriori coel&cienli diOerenaiaU . 

* • 

■ I***. »eo jr ss — «en jc =5 — a cosx • • • ' 
f"*'. aenxcs I'. cosd^a senx 




~~ I. i.. 


•5 


f'“",5aix = senxssa coajf 

--ec." '-" ' T' éè, ’ ' ' •/'* • ' 

E sostituendo nella fortnola generale (L) d^' differen- ' 
aiazione totale sì avr^ < . 


4 .a 

a I 


«3 .-3 


«cn(.r +0 :;3 sen JT+.a » €0» * — r — sen * — tt cos Jt . 

V . - . • , J -a.- f *. •*' v' ^ 

+ itm t Tixm — 

\ 

per quella deflà dìSenèniiasipn^'totalp' di sen dt. 

Queste espressioni compreodoDO' la quantità costan- 
te a ^ che è incognita j-e'che bisogna' determnnre. 

Da quanto si è detto in questo paragrafo abbiamo 

. * * • . I * 

aeo X cos /‘t- seni cosare sen jpY'I'^ • ~ *f ” ■ r v*’ . V.Y 

t. i . >*>.-, . » 

fl 3 .3 5 .5 

"■ — r^'V7. j: ' ^ 7s — } 


Questa equazione , $i ^o'ta pronitamcntn a tale determina- 
zione* In etfelto essendo a i indipendenti da or, ne avvie- 
.ne che la parte che ne dipende sesta sempre la stéssa^ 
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qualan^ue M il valore di ». Quindi l’eqoaiionB sussiv 
steri ancora quando » = o : locchè ce ne dà la serpente 


sent - + -JTJTJTT • 

•. ... * .. • ' ! 

Ma (a3) sappiamo per la natura analitica della funzio- 
ne seno che 

.3 .5. 

senicsi— 

Dunque* combinando questa conoscènza fondamentale col 
risultato della difi'crenziazione avremo l*eqnazione 


ai- 


3 .3 

a i 


«5^5 




* 1 * 
:* r-T P 


.3 

ihr 


t .. 


a . 3 . 4 • 6 

la quale per essere * indelerna Inala ed indipendente da A; 

t ci fa conchiudere che api. 

*. • - • ‘ * ' ' ' 

Quindi sostituendo questo valore di a avremo 


P.jaen « t» cos f co« » s= - sen » 


•pperh 


d sen » rs ix'còs », d cos '» x: ^ d » Sen » 


donde la regola generale ; il differenziale del seno o 
quello del coseno di un arco eguaglia il dfferemiale 
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deW arco moUìplicato pel coseno o pél «cho nega- • 
tivo di esso, i , . j ,v 

a6. Da questa regola si possono ripetere i diflferea- 
ziali di tutte le altre funzioni angolari. Noi dopo aTerlt 
dedotto dalle cosiddette linee trigonometriche, li dedar» . • 
remo dalle loro funzioni reciproche, cioè dall^arco 
siderato qual funzione di esse. 

Quindi abbiamo i.® , , 


dtlDj:=d^^^°^ fijì co»*v^senx.^senjr.dcos* 
V. cosar / V ij . ^ 


djrfcos^T •{- sen * x) 


Cos « 
d X 


’ cos® ar 


' cos •* 


a * 1 ' 


d cot x= d tan (q— x) — 


(Ix 


•i' I . t 


dx 


cos’ (q— x) 

dx sen x 
cos*x 


se»’ X 


dsec xssd/-^-L»'\ ss (tj) 

V cosxy ' '' 

cos 

( ' 

" • 1 

dcoseco; Jsd5ec(q — x) ss - ss 

cos (q— x) 'sen*x 

• ' , f t ! 

,dsenv.xssd(t— <;osx)ssdx sihx ' V / 

' * • * I 

dcosv.xtsd senv (q-^jc) =3-dx sen(q «x) ss dxcosx 

a.® Se con x si rappresenta un seno quidunquè, si 
avrà Are sen x per la sua funzione ncipróca da eonsi» 


/ I 


‘ 1 » 


•.Ji 
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Are seo X s: fr, s«rà x s: sen fx 

•pperò *(regoìd Àtiia. i.) 

àx XX d sei! f jr ss d f* . cos \x 


r ■|'' i. 


■‘t'i' 


' J . " J 


•rr :I. iS . 


onde 


' à fx » d‘Arc aèn x ss 


it'à 


cos fop 


Ma 


cosfjp sen* fjr) = V(»"^ 


J^L i 


- ' ■ . .1- 

» Vi - •• d®* - r • . • •' 

dAf«? 59 *= TT 

Vi:--* ) , , 

t ' . ■■ ^ . Z 

Quindi rappresenT^niJo ^consecutivameote,, con x cià» 

acuna delle allre linee trigonometriche , si avrà consecu- 
• • 


tivamente - 




i: ’ 


- -, ‘ ^ ij jl 

- • dJT 

d Are cos X s d ((j— -Are scn jr)=-»- d Are sen orsa— - -j— 

1 • * V v"*^ ). 


essendo tan sr 


sen 


Eep|)«ro 
dArc lana? ss /sen s= • 


Y(i — sén*) 


fan 


-» • , 


V(.-htaa*) 

tei au'ppostOy'tànisx . *\i / • 

r jr , , . . . 

. . V=Cf-+«9“.)r I 


d Arcs?n 


(v(à+^*>) 


'I .» 
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r sapposto — 

\ V(i+ 




d Are tan X s d Are sert r ss ■ ■ ■■ 


ovvero 


per 


estero 


d^s d 


\v'(*+* 


-)=C 7 ^.. 


+.V * > — '.V d I +.r^ ^ . 

, a ) 

1 


• ♦ » 


V( 


.+x^)^ r - 3 



i+x’ L 


• • 


d X 






dArc tanx s 


i'5-x^ 
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d Are col X s Are tan .r)=— d Are tan arrs— - 


dArc 


sec ar s= ( 


per essere aec sz 


ì % li 

eppero cossr ss — 

, ‘ sec X 


d Are C06 


sr (fallo — sr^) d Are co$y 


ir) 


e — ' 


* I 

• • 

ovvero soatilucndo , - , 

, ecdf , 

dArc seca: =' — — =(*7) - * 

. a;vV-i) ; 

d Are cosce a^J=:d(q —Are secar) ' j 


5S —dArc secar =: —■ — ^ t 

xVix'^-i) i 

» ì 

J per essere senv. tri *-cos i * 

- - ' - 5 dArccos(i_^j 

cioè.cos ;= I — yii V. r= i -or y ‘ . 

> 

ovT«ro fallo | — a: sr^ 
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d j' ^ dj: 

d jf 


dArc SCO V. u; ss — 
d Are cos V. x ss d (ft — Are sen v. a:) ss 

V(-rCa-ar)) 

Qui si baJI elio nelle formoìe de’dnc numeri prccedeii» 
ti X si rapporta al raggio ss i : onde volendola rapportare 
al raggio s:r liisogna mettere (x : r) in luogo di x. 

Esposta la dìOercnziazionc nelle operazioni ana- 
litiche fondamentali) c staliiliie cosi le regole della dif- 
ferenziazione elementare) passiamo a vederne l'uso nella 
did'erenziazione di talune funzioni composte. Noi lo fa- 
remo Ibrevementc mettendo sottocchio un solo esempio 
per cadauna regola , ed un altro che le abbracci tutte 
insieme . ' 


I.® Sia f.r rr n** -f \ — a:* ) 


sarà 


A* ^ 

a ■» 


d fa: = (iS) d -f. a.'’- ) + J v'(« -- ) 

= (■8) — 

ex ' 

-a.®- Sia frss* — 

nx-i-c 
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s«rà 

dtoa(«7) 


)(^X 


e 


\ (njr>{-c) 




n a X 

(clrt ' 

nx+< 

e 

a a X 



3.® Sla fjr= I (xV- i + 


Sara 


dfjf= yLt* (xV- * + V(i-‘^'*)) 


= (ai;a.® ) 


d(xV- i + V(i-x^)) 


y-i (xy— 1 + 

dx ( V- » • V(i x) 


.y-iV(i-x )(xV-* »+V(»-^ )) 

_ dx / V(x*^O^x , . ", 

” VCi-x’) Vx(v'-i)^ +v- 


dx 

V(I -X*) 
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4 .® Sia £r scos jp**®*' 

<ark 

l£r sstaoxlcosjp 

•pperb 

C dl fV N ^ 

sdtanx.lcosj? 

a (16) Icosjr dtaQx 4 * tanx.Ulcosx 

dcosT 


a (ai;a.o )lròsf. dtanor + tana? 


cos« 


a (a^i 1 ,® ) «. tan^ jc^ d;tr 

• cos** ^ 


^ ( 1 cos r son^ a-Nl.r 


onde 


a 

COS £ 


dfxadco 3 :c^^“* = — (lcosXi^Sen*Jp)cosx^“^ • ' 

' COS^ X , 

5.® Sia fx» Are COS ax^(i-»x* ) sarb 

d A rccos »x ) =(a5is.o \ ^ Cj^X!Sz ^^ — ' 

V(i-(axVCi-x“))’') 


dx 


r- 


ajp 


- V V(— x'~ > 




) 


a dx 


i-*ax 


U 
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6.® Sia finalmenlc 




^ "‘"a* ■’C' *' s-c 


ì;:L 


fx = 




+ 


Sl’ll JC 


sec'x ^ 

?T r.r: ! X ì, t; f ‘ ’ ^ » 'x ■ ’ - ; '■* ' ‘■ 

+ Arclan’t — V )j 

" ì X t’-'J ?' '••' • ^ * * . ;*^ 


. • j 


SUTd 


I 

\ ìh—x' ) y \ 6CC X / 


) 

^ làn (fc - ) ) 


- 'j 


1 * (l— X ) ^ > !. . 

, V" «^Ki-i^'V.a^lfldx' /Ira^dx^ 
(“ (. '-"■■■/ -' ^ • 


: ^ 

jj' . '• (1^ (3.1? ' a x^ —lo » ^ C * ~*‘* ^ ^ 

V ' ‘ jc" ) - c / 
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scng 
sec* X 


, . sec* X. dsenx*— sen ar. dsec* j: 
^ ( 17 ) -, 

sec^x 


sec®x. dxcosx — aseoxsecx. 


(a5. i6) 


a 

cos r 


4 

stc* ce 


iss ^per essere scc ss dxcosx (cos® x— a sea^ x} 

ss dx cos X (i •- 3 sen* x) 

d Are lan (« — \'(i — x® ) ) =s (a6i a.® ) • ^ . 1 ) . 

X d X 

; (»+(»- ve» ve»— 


Quindi scstilucnJa st avri 


xdx 

V(»-x")C^-V(»-^‘’)) 


ix^ — K» — X® ) . (t — x^^ 


X^Cl-X®) 


•d- dxcosx (i— 5 sen® x) 
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SKC(WDA LEZIONE, 


J>\ffereìmaùone delio funzioni esplicito 
multovariaòiU , 


t. 


diflTereasiaziooe delle fanziooi esplicite multovariabilì 
i il soggetto di questa leaioae. La più semplice di sif* 
fclte funtioDÌ ù in generale zsf(dr, funzione espli- 
cita dì due variabili . Quindi progredendo sempre d^ più 
al meno semplice y noi incominceremo dalla considera* 
tione di questa funzione, e passeremo in seguito a con* 
SÌderarne quelle di un maggior numero di variabili, 
r s8. Nella funzione le variabili essendo fr# 

toro indipendenti, nc avviene cbe Tona può variare do* 
mentre Ealtra rimane costante. Questa considerazione ci 
guida a ricercare la differenziazione della funzione prò* 
posta in qudla delle finzioni ad una sola variabile , cioò 
% tirarla dalla formola (L) o (T). Invero se in f(x, jr) 
fi consideri isolatamente il cambiamento di ar, allora essa 
festirà fl carattere di funzione anovariabìiei e perciò «i 



)(66X ' 

avrà (la della forinola la dilTerenziazIone relalivaraente alU 
variabililà della sola x\ dìlTerenzìazione i di cui coeffi- 
cienti difTcrenziaii componenti , è chiaro che saranno tutti 
delle funzioni di^^ ed’jr. Qaindi.se- questo risultato 
si venga a considerare il cambiamento dell’altra variabile je 
solamente, si vede bene che A nuovo rUuHato, sarà l’ef- 
fetto della variabilità, di tutte <iue le variabili ; epperò 
rappresenterà la dìlTerenzìazione totale della funziono pro- 
posta , nel mentre che per prtenerla dal primo ^risulta tb 
non vi si avranno clic 4 trattare i coetficienli come fun- 
ziona ad una variabile. Questo, processo onde, effettuare 
la difTereaziazione delle funzioni a plh variabili., è <[vì<t 
dente che porta alla considerazione di coefficienti diffe- 
Knzidli* relativi alla variabilità di taluna o -di tal’aUrA 

i * 

dello variabili. ‘Kcco duu(|ue il bisogno di una ^<iaUir% 
f>er questi coelficicnti i quali per essere QOrriapopdenti 
ad una 'parte soltanto di ^ tutta la variabilità sono <|tclli 
coefficienti dìfferenudU .parziali . ^Juifocrai qop-.soo^ 
à'moJerni rapporto a < questa segnatura . .Chi. bo sMgua, 
tiua, chi un’ ultra . I>b più inctomdda'è la più ordinaria^ 
tneotc in uso. Io cpicsto! lavoro che si intende, alt’ islru- 
aàooe bisogoe darne a conoscere-. lo principali, indicarne 
da ideatilà, e pceveuime quella .ch(i?j poi aJoUc(emo_,_ 
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'•.:Sù Z. uiia Aitubne diidue'D di ua im^gLórtwincro'! 
dr TariaUiii ìc aegnaUire elle > [^ossoqq T^uire sottocchio,, 
rapporta a\divisalLxQCiEcieDti sono.: 



La prima ùntala dà" VVarlng' c quasi' da iulll i Geometri* 
Inglesi ; la seconda' dovuta a Mi Fontainè ,’ seguitià^dal- 
1’ Eulero e frequentemente dagli analisti di questi tempi : 
la terza in uso egualmente tfà i'rnoderni , 'aifollata da 
Leoendrè , c difesa dà Lacroix : ‘la* quarta da' ine 
proposta sulle vedute lagràrglanc come la piu semplice è 

■ T . , * ■ ' . j. iC’i - 
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mi' 

filosòfica : la quìata adoUata receotemente da un dotto 
analista, M. fìubourglict, ed usitata ancor prima in di« 
verse edizioni fiorentine delie lezioni elementari dell'Ab* 
Marie. , • • / / 

Le segoatnce formanti una medesima linea verticale 
sono sioonirae , non rappresentando che un medesimo 
coefficiente dilTerenziale parziale. Quindi è cosa afiatto 
indilFerente all’essenza della cosa di usare l'una piutto* 
sto che l’altra. Ma inUnto di quale di esse noi faremo 
^so? Vediamolo. 

La seconda delie cinque richiamate s^nature quantun- 
que sia la pih inconvnoda ed imbarazzante , la più ebo 
renda confusa cd avviluppata la scrittura algebrica , è 
frattanto la pib generalmente abbracciata: taluni par ri- 
pararvi in parte ne hanno rigettato le ' parentesi , o 
la hanno adottato sotto la figura della terza . La nota- 
zione lagrangiana (i3) per le funzioni unovariabiti ha 
incominciato ad introdursi; non mai quella riguardante 
le funzioni muUovariabili di coi si tratta , e che lo stes- 
so Lagrange modificò , e variò io pochi anni per quattro 
replicate volte: la modificazione da me altrove propo- 
sta , e che forma la quarta linea orizzontale della tavo- 
la mi sembra la. più semplice e comoda, la più espres- 
siva. Quindi noi faremo sempre uso di quest* ultima 
quando la semplicità del calcolo io esige, ed useremo 
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h al!o|[cb^ sifTatta semplicità lo permeile, io 

qaaoto per esserne U più. comune bisogna rendercena 
familiare la conoscenza. Dunque 



^ .• ec» — ec. ec,>- - • ' 

sono le due notazioni ebe useremo per indicare i cocf* 

ficienti diflerenziair parziali ; epperò 

= -y V ■. > 

CC*.. ' , ’ ^ • CC«, * w. ^ 

». \ ^ ^ 

quelle per indicarne i corrispondenti dillbrenziali parziali; 
differenziali parzialLxUe noteremo alle volle ancora per 
semplicità con 



IO 
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Qui si prevenga cbe il denomioalore nella priotà segna* 
tura,- e 'le lettere io piede della caratteristica f od nell» 
seconda denotano le variabili a cui il coefiiciente diflfe* 
CCDziale parziale, o il diflfereneiale parziale corrisponde. 

Fissati i segni che adotteremo si venga alla proposta 
differenziazione » , . 

ag. Se x diviene x+dar, ii avrà 

«pperò (la) . ' “ . ' 

£(x+dx,/)= f(x,7)4 dxf', ^ • • 

• . - 

Se io questa espressione y diverrà 

(*>/■)» C » ®®« ■ > 

I 

diverranno 

• > 

f (x, 7 + d j) , f ^ (x, 7 + d» , f I (Jt, 7^ d» , ec. 


nel mentre che f(x+dx, 7 ) diverrà f(x+d^^ 7 -fd 7 ) 
Onde si avrà \ ' 

f (x+dx,7 +d7)=f (x,7-f'<?r) f ' («, y + 


. . . 

■ i '• 


, i '.V ’ f 


■i.- 


d.r‘ -a 




c' > 


+ tc. 


. .'’j 
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f'y (•'.7)+ “ C • • 




(^.7+‘!r)= (*»7)+4rf I,, (^,7) + — C; y (f .7)+ • • • 


ÌL\V 


•1 .i 


C (•*>7+ ^r) =s fx (*.7)+^7 (-a?57) “♦■ T (*i7)+‘ • • 

i .f , - ^ • • . ^ t r 

w. i‘ ^ t'»-* ^C." t *•*«. • ^ « 

Dunque sostituendo ed ordinando si avr»>* *** 

,, '' ' ' •* 5 ‘ f '-a V - '*'1 • ’ '•¥0 

f(4f-fdj:,^+djr)=ffr,j)+d*f',(J:,y)+ — + •• • 


ri 


+ «*7 f ir (^> + 


X •'• y 


Onde facendo per semplkità f(x,>)sZ come sopra ,% > ^ 

scrivendo TespresSionó sin*& al terzo termitiè , 'si avRf^^ ^ ~ 


y 


f (ar4- dx , — f (a:, /) = AZ = 


/ ^ Y 


dxf',*z+d>-r .‘z c 


+ ^(dx* f * • Z+.aJxdjr I * y Z4-djr* f * • z) 


ti 


+ in f ^z+•3Jx^ éjrtli'y Z^Sdxd/ fi; *. z4d/ • z) 

+ «C. ' 
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I -, 


V 


V. J 


Quindi giost^ |a signifìcazionc (>&) del vocabolo 
• , avrcqto i 

dZssdarf' -Z^dvf' -Z 

r * J ' 

' • •4- ,-t r ^ 't r 

d* Z s= dx’ fi • Z^adx d^ fl^y Z-{-d/ f * • Z 

V . . ^ ^ . - - ì ' < * ì ^ ' ' 

d^ 2=dx^ f j • Z+.3 Jl’ (l\ j 24-3 dx dr* fi; / Z4-d;^^ f ^ » 

orrefo fecondo l’esprefsione dtUa nolaiione ordinaria 

dZ=(«)ax^(|l)a, 



So. Or si consideri i® cbe Jt, j' in f(x,y) sono* in- 
dipendenti fra lorO| epperò è chiaro che dovrà arrivarsi 

"• t ■ - • * 

al medesimo risultato tanto se at fa aumentare come so- 
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pra X pri* di ^ e dallo sviluppo di f( 4 f+-djp,^) ti passi 
a quello di f(a:>{-dx,/*f'^), quanto se viceversa . Qaia« 
di sviluppando prima in una simile maniera di sopra 
f (ar, j'-i-dj), e poi supponendo in questo sviluppo ch« x 

« 

divenga 4T-Hdx, si avrà lo sviluppo di 

f(a:+dx,^+d^) — f(.r, v) = 

+ d^fy Z + dxf*y Z 

+ 1 ^d^* f * • Z+a d^ dx f Z+ dx* f ® • z) 

4 « 

+ i‘ z+-3‘!r J*’ l- ^+■ì^ • z) 

+ ec. . . 


sviluppo die dee essere JdentiW a quello del numera 
prevedente. Paragonandoli adunque termine per termino 
corrispondente f si avrà . ' 


C/2=f;x-z 


f . “ r 


f Z = f' ‘•Z — f* -f*’ *-7 — 


f *’*’ *‘Z^ 
J 


< ' cc; 


ec, / 
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ofvtro 

ì 

dx iSjr J \ d Jf y 

\tlr'' dy-/ \dxiy àx) \dj-d** J 
et, ec. ec. 

che vai quanto dire nella formazione de* coefficienti dif* 
fCrenziali parziali è cosa indifferente al risultato Pordine 
secondo cui ‘si considerano le variabili ; cioè si può dif» 
ferenzinre un certo numero di volte per una variabile , 
quindi passare allaltra , poi ritornare alla prinza , e 
continuando e seguendo quelPordine che più piace* 
a." Differenziando cogli esposti metodi 

dxfvz+djrfyz • 

e (i£élteDdo che 

fvz, fyz 

sono funzioni di si avrò- ' 

d ( dx f • Z 4- djK f y Z ) = dx . d f My . d fy Z 

• I • • • ■ . 

= dx ^ dx f * • Z-f-dj f ^ y -^dy (dx Z 4 -djr * Z ) 

« dx* f X • Z>i«adx ày f^^y Zrj-d^* f * • Z =a d * Z 
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Tornando a dlfiferenziere questa espressione si troverà 
del pari 

d (dar* f * • Z+ 2 d^ àf f Z+djr’ • Z) = d ^ Z 

£ COSI di seguilo : onde potrà coucbiudersi che un ter« 
mine qualanqne dello sviluppo dì f (x+dx,^+d_^) è 
il differen siale dei precedente ^ epperò che la legge di de- 
rivazione fra i termini dello sviluppo delio funzioni ano- 
variabili sussiste ancora fra quelli dello sviluppo delle 
binovariabili . \ ' 

3.* Se la funziope .proposta in 'vece di due conter- 
rebbe tre variabili f cioè fosse f (or, ^,u) =Z, in tal caso 
riguardando u come costante avremo 

f(o:-l-dx,jr+d^-,a)ssZ+da? • Z-}-dj-f*^ * Z 

+ *c. • 

0 sostituendovi u-i-da per u avremo 
f(«+dx,/+d/,a+da)=Z„.j,j„+dxf',-Z„^^^ * 

-*-djf'^*Z„^„ +ec. . 

ovvero sviluppando 

^«4- da • ^ar ^«-f-da» ^^’^u*i-da* ^ 

come funzione della sola u giusta il num. 1»^ e 

^ ^ t 
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tuendo, avreoio 

f (jr+ d JT, / +dj, « + du) — «) = ... 

dx r, • z+dj- Vj, • z+d « r„ • z 

+ ec. 

epperò 

d Z =5 dx r, • Z+djr • z+d« f'„ • z 

ec. ec. 

Se la funtione Z comprendesse le qaaltro Tariabili x, 

\ 

si arrebbe nel modo stesso 
dZ=fdxf, • Z+djl'^ • Z+dtt f; • Z+dvf'^ • Z 

ec. ec. 

e COSI continuando si potrà conchiudere che il differen- 
siale di una funtione a più variabili si ha nella somma 
de’dilTereiiziali parsiaii di essa per cadauna delle varia* 
bili ; che il suo dilTereniiale secondo si ha differenziando 
il differenziale primo, come il differenziale terzo diffe» 
teoziondo il differenziale secondo, e cosi di seguito; ri* 
guardando sempre i coeiBcienti differenziali parziali quali 
funzioni delle variabili comprese nella funzione primitiva , 
e ebe la differenziazione dello funzioni a più variabili si 
riduce ad una ripetuta differenziazione di funzioni uno- 
Tariabili . 

Dicanone un esempio nelle funzioni di due Tariabili. 
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Si. Si. Z=s(a*-*>-7’)' 


ed avremo 


Z = djc f', • Z= ( 4 f) 


epperò 


' . t 

1 


dZss — 


X àx-^jijr 


(a^ -7- ) 


similmeDle 


d’z (=d.r’ f^J’-Zs = d,((4|-) dar) 



)( 78 )( 


c 

(^'-a')ir'‘ 


^éJ ZÈL 'S 

\ V(«“ — •*’—/’ ) / 


V(n* -*' - 7 ‘ ) / V(«’ -d-’ f 

ej)però 

* — a ^ ^ — Jf J" djf + (.ic* 


a n3 




C COSI di seguito peMifiereniiali degli ordioi ulteriori . 

Sa. Qualunque funzione ebe contiene differenziali si 
dice funzione differenziale. £ si dicono funzioni dif- 
fisrenziali esatte quelle che risultano dall’ itnnaediata dif- 
ferenziazione per distinguerle da tutte le altre. Data dun- 
que un’equazione differenziale si avverte il bisogno di 
sapere se essa sia esatta o no. Questa conoscenza h di 
somma importanza nel calcolo inverso, cioè nell’ integrale ; 
poiché è della massima utilità pria di accingersi all’ in- 
tegrazione di una formola il saperne prima la possibilità . 
Il metodo geniale per definire una tale conoscenza non 
^ ‘ puà aver luogo in un corso elementare qual’ è questo 
scritto. Quindi noi ci restringeremo a fissarne le condi- 
zioni per le funsioni differenziali di primo ordine a due 
ed a tre variabili. 

!.• Sia jfdjT+JJdy una funzione diffeienziale di prts 
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mo ordine. f*er essere differemiiele esatta di 
uopo ^ (29) cjie sia 

equazione di condizione) la quale per essere dx^d^v ia« 
dipendenti Ira loro, ne dà le due 

OTvero differenziando la prima per ^ e la seconda per « 

Ma (3o) abbiamo 

\dxdjrJ V da ? J 

dunque sarà 

(37)-® 

cio'e per essere ^da:-f^d^ una funzione differenziale 
esalta bisogna che si avveri fra i suoi coefficienti I4 
relazione 

(Ì7)-(S-)- 

Sia Adx+Bdjr+Cdu una funzione differenzialo 
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dj primo ordine a tre Ttriabili t ed ammo(5ai5,®) l*eqiia* 
zione di condizione 

Jdx+BJj'+<^àusQ^-')jjr+ (fiy')^r+ 

a'cci^ la proposta sia differenziale esatta di Z = f(jC| /»*♦)• 
Questa equazione ci dà' 

ovvero ‘differenziando la prima per y e per u, la seconda 
per X e per tt , la terza per x e per / ; « riflettendo 
che sono delle funiioui di *,y,u sene ^ytanno 

le seguenti sei 



Digilized by Google 


X8i)(' 

r-i’ncle si' tirano (So) le tre seguènti 

' (-^)-CS-) 

àj J 

Quindi si conchiuJa : per essere la funzione proposta 
Jdx+Bàjr-\-Càu. 

una diffcpenzialo esalta uopo h che si avverino fra i suoi. 
codUcieuti le tre relazioni 

55. Non ci estendiamo di vantaggio su di questo ai - 
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gomonto, e cliiudiamo questa lezione con due esemp) 
solumcnle, onde vederlo nc’casi particolari. 

Determinare se lo due funzioni biuovariuLili 

— y) d.r— .r.Jy 

+j) J O'"* — 
sono diQ'erenziali esatte o no.' 

Paragonando queste funzioni colla generale + 
ne avremo 


. — Y n 

1.0 J ^ B=-^ 


aV'(x^ — X/) 




eppcro 


.3 

J 


X" -fxr _ /^ dZ? 

~\Sd^J 


4V(J^ — 


(5f)= 

Onde essendo 

si concbiuderà ebe la proposta è una differensialc esalta 


a.® ^ZSX^jr-{-jr'^fSs=:y'^X^JC^ 
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onde 

C4F)-(-^)=4-’+r(>-r) 

risultato cbe dichiara la funtione proposta non essere 
diSercDziale esatta . 
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TERZA LEZIONE. 

• - ' m . 

Differenziazione delle funzioni implicite 
ossia 

differenziazione delP equazioni . 

NeU. lezione precedente non si sono considerale le va- 
riabili delle funzioni che indipendenti fra loro. In questa ' 
le considereremo sotto il punto di vista il più ordinario, 
quello dico di esservi le une dipendenti dalle altre , che 
tal quanto dire, legate in equazioni. Noi* esponendo la 
diSerenziazione delle funzioni sotto questo altro punto di 
vista , terremo sempre presente la natura di questo scritto, 
ed il faremo perciò nella maniera la più elementare e 
concisa che ci sarà possibile . Fra le funzioni implici* 

te f(x,j^)so ne è la più semplice, e quella a t;oi in 

» 

ultima analisi si riduce la diSìgrenziazionc delle funzioni 
a qualunque numero dì variabili . Quindi incominciando 
dalla considerazione di essa , passeremo in seguito a ve- 
derne 1 * influenza sulle funzioni multovariabili . 

34. La differenza tra il caso della differenziazione di 

e quello della differenziazione di f(x,j^) so non si riduce 

13 
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se non che nella prima 1* aumento djr i indipendente 
dairaumento dx ; laddove nella seconda ne fe dipendente . 
Per restarne convinti si consideri che in f(ar,/)s:o la 
variabile y \ sempre dlpendenfe ‘dall’altra x, cioè che 
in f(x,/) = o si dee riguardare sempre -««ssere y qual 
funzione di cìbèj^sfjr: considerazione che ci dà 

ovvero 

» 1 

djr sf (^+djr)-”£jcs(i») dxf'jfH — ^ £''x+ • • • 

t 

epperò ci dimostra che d^ dipende sempre da d.r. 

55 . Essendo / 5= £r sarà 

■Questa equazione dee aver luogo qualunque sia x\ ep- 
però Io avrà ancora quando per x vi si metterà a:+dj 
cioè sussisterà sempre l’equazione variata' 

F(jr-|-dx) s(ia)Fjr+darF'JcH ^ F"ar+ • * • =® 

Per essere do: indeterminata questa equazione sarà iden- 
. lica ; epperò ci darà i’equazioni 

F’xsro, F"jcs=o, F"'jc'nro, ec. 
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•Tveco $upposto ' » . • 

f(x,^-)=:Far=Z . . 

r.Z=o, f".Z=,o, r".Z=o, ec. 

. A 

cquaiiooi che Lagrange chiamò equaùoni derivale. 
Queste equazioni danno le seguenti . , 

dxF‘x=so, dx*,F'*x=Q, dx^ F’'*x;s:o, ec.^ 

Ma 

. dxF'xscdFxxdZ 

i 

dx*F"x=d*Fx^d*Z 

dx^F”>=d^Fx=sd^Z 

cc# cc« , , , » 

Dunque sar^ 

" ‘1 ‘ 3 [ - * . 

dZsso, d Z=o> d Zsa, ec. 

equazioni che giusta il linguaggio ordinaria sono dette 
equazioni dijf 'erenùali i . 

Per ridurre queste equazioni alla loro espressione prò* 
pria basta il richiamare- che il caso dett*^uazione Z o 
non diOerisce in altro da quello della funzione Z (he 
nella prima una delle variabili per esempio y è dipen- 
dente dall’altra x, ntl mentre che nella seconda vi sono 
entrambi iodipendenti: ciò è chiaro , poichò formando i 

diflerenziali parziali compoueoti (a^) dZ,d*Z, ec. col 



mi 

lecer conto della divisata dipendenza di jr da si vede 
bene thè si avranno le corrispondenti espressioni di 

dZ:so, d Z = Oi ec. 

cioh che si avrà la proposta riduzione. Si venga dunque 
al fatto, e si richiami (ag) 

1,0 per l’equaziòni’ di primo ordine ^espressióne 

Essendo s: fa? sarà (in) 

dr = irt'i = (4|-) t 

ondo si avrà 
cioè si avrà 

, . (#)+(?!)(*)•• 

ovvero fatto i coefficienti di dj, dì d«, si avrà 

Pdjr-jrQdx so 

equazione differenziale di primo ordine sotto la cercata 
espressione, equazione che rappresenta una certa rela* 
zione Ira i differenziali delle variabili 
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per l*eqaAzioni di secondo ordine I^espressìonv 


d Zs:d,Z+ad,^^Z+;d,Z 

> /*dz\/’dZ\ 

Per essere / sfar; J > (“3J" J funsioni di# 

ed / ; e funzione di ar si avrà 

■ j 

d!zs:d,('4^')d^i=('ilz>x> 

* •'Vd*> ^dj’ > 

. ■» * '* I* 

d,%z=d^.d,z=^(^)d* 


{S)-*-'-^(0) (è) 


dar* 




d^Z 

d/* 
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Onde soslituenilo si avrà 



écjuatione difTerenziale di spcoodo ordine sotto la cercata 
espressione, ceduazione che dette R* ^ > coeffi- 

cienti di d jTy d/* , àjr dar, dx* , 
pub 'mettersi sotto là forma 

Pd’j'+^'dj'* -fTldj^dx-l-Pda:* =0 

Nel modo stesso si potranno ridurre alla loro espressione 
propria l’equazioni degli ordini ulteriori . 

Aggiungiamo un esc<Qp>o : sia 

Z=j^* — .aOT:t/-f-a:’ —a^szQ 


% 
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(4 f) wj) 



(-p) ‘'•^’ =>‘>-’((^-'’-) (^) + ( 1^)“) 

(^ ) ''* '*/=-> J*’ • ”> (-§^) 

d^’*=ado;* 

\ 

E COSI de’diflerenziali degli ordini superiori . 

Onde sostituendo (nnm. i®, a° ) sì avrà 

(*— OTj) + (f—nix) ^ = o ■ 

Cfe ) + (-jS") + ( •^) =* 

ovvero 

• (ir— mjr) dor+ (>— war) d/ s ó ' 

% 

dar* 4- am dx d^*+ ój^ -f- (jr^mx) d ^ ysso 
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per l’equacloDÌ diOferenziali di primo e di secondo ordino 
della proposta equazione . 

S6. Data un’equazione di due variabili Z s o se ne 
sanno assegnare dunque l’equazioni diSerenziali 

a 3 

dZ— o, d Z=o, d Z= 0 | ec. 

Ma queste equazioni , bisogna avvertire , non sono le sole 
che portano il nome di equazioni diflerenziali . Qualun- 
que equazione che comprende de’difierenziali si dice così . 
Le varie ed inGnitc combinazioni algebriche tra la Zsro 
e le sue dilTcrenziali , sono tutte equazioni difTcrcoziali s 
e per distinguere le 

a 3 

dZz=o, d Z^o, d Z:=o, ec. 

dalle loro combinazioni si dicono equazioni differenziali 
esatte : onde un’equazione diOcrenziale rappresenta sem- 
pre una certa relazione tra i diOerenziali delle suo variabili. 

L’equazioni differenziali sono divise in ordini. La dZ=;o 
e tutte le sue combinazioni colla Zz=o che non conter- 
ranno che il solo coefficiente differenziale V.jr della va- 
riabile dipendente j , cioè che saranno in generale della 

forma iHsc^y^V.jr)^o sono delle del primo ordine, 
% 

La d Z s= 0 con tutte le sue combinazioni colla dZ=o« 
o con essa e la Zìso «ha ne coaterranno il coefficiente 
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p->i F';»=ó '«■»■ ■• 


b i. 


!{ 


$ono dette del secondo ordine. £ cosi di seguilo. 

Fra tutto le divisate eauanioai quelle che risultano 
dall’ eliminazione delle costanti arbitrarie contenute nel- 
l’equazione primitiva Z=so mentano una speciale consi- 
derazione , in quanto neH'aualtsi inverna’ le equazioni dif- 
ferenziali non si considerano nello stato deile «O'nOseeaee 
presenti che sotto questo punto, di vista particolare, ciob 
come il risultato di ,silf|Ua,' eliminazione. Diamele dun;^ 
que a conoscere. . ; -yy-i 

57. Sia l’equazione . v : vìi 

1 

una equazione fra xr ed,^i io cui- le dee costanti a, 6 si 
suppongono couibinate in un modo qualunque., ed jf -si 
suppone la variabile dipeud^nte . Or se ne formiamo l’equa- 
zione differenziale . 




> 1 .:. uì: 


l 'IO. V. 


fi 


e con essa e la proposta ..eliminiamola' ovvecu aor do 
avremo Tequazione di ' primo *ordiuu * . - :.'j 

lenza a, ovvero la 


‘I .■ I 


C'iw ■«- *' 



me 

Donde, avviene odnsideraDdo' I» equanoibi 
differenxlali sotto il detto 'punto» di- viale , noi saremo si- 
curi che una di primo ordine apparterrà , cioè deriverà 
tempre da una equazione primitiva fra le medesime due 
variabili con una costante arbifrana in essa non contenuta • 

• .‘r'it'.'y" 'J : ìi ** i ': ì ' . ■ ’• . 

Se formiamo inoltre Tequazione 

. r ' 1. -J.: , • 

«con essa e'Ui , ..li.’.-: . ; . > » 


dà cui deriva*, ' eliminiamo b st ne avrà 1* equazione di 
secondo ordine ^ ' 

senza a e senza come daiPal tra - 

formandone la ' 


M . . 


' ■ d)“0* 


e fra esse due eliminando a si avrà del pari una equa- 
zione^di secondo ordine senza a, la quale sarà sempre 
identica, allo trovata, ed a qualunque altra del medesimo 
ordine che potrà tirarsi dalla proposta coll* eliminazione 

di zz , 6 . La ragiona di questa identità è chiara , poiché 

• • « • ^ 
ciascuna non esibisce che il valore 'di 

«... . j 

r.jr in Xf 7 , {',jr 
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Valore che dee essere sempre lo stesso fscchè V'iy san 
varia variando il metodo di tirarlo dalla proposta . Quindi 
risulta che guardando sempre sotto quel punto di vista 
le equazioni differenziali « una .di secoftdo ordine appar* 
terrà ad una primitiva che abbraccerà, sempre due 
costanti arbitrarie in essa non conlènute, ed a due di 
primo ordine diverse fra di loro , ciascuna con ùua cò« 
stante arbitraria di più . ' ^ 

Col medeslaw ragionamento si trova che una equa* 
zione differenziale di terzo ordine apparterrà sempre ad 
.una equazione primitiva con tre costanti in essa ncu cobi* 
prese, ed a tre equazioni di &0coiido o«4in0 fAa di moro 
diverse, ciascnna coà una costante asbitra^ia di più. 
O in generale una equazione’ d^éreoaiaU 4ejil’<>>;dii|e n 
.tra ed yi considerata sotto il suddivisato pnnto di vista , 
apparterrà sempre , che è quanto ^dire verrà setApre sod* 
disfatta da. una equazione primitiva tra le luedesime due 
variabili , ma con n costanti arbitrarie di più che in essa 
non si trovano i come da n equazioni dell*n — i ordine 
fra di loro diverse , e ciascuna con una costante di piu 
di quelle che essa comprende. , 

Esemplifichiamo intanto Tesposto con un esempio 
38. Sia data Tequozioue ■ . r. . \ 

Z=s(x — fl) + ( >‘*^) — !=o 
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Fcr eliminarvi a^b formino le doe equazioni 

dZ==adx(x-àV0-^)7’)=‘>' . 

■ d* Zssa-dx^ (i + (/v— )^=o l 

,b I u t e , t;. ■•■•..' • ■ • III • . . '• . 

9 JW 9 . ' •>. • : 

{i),,,[x~a + {jr-b)y=o^ . 

‘ (*)•.. * + 


Or 'Combinando queste due equazioni colla proposta sì 
potranno eliiDÌDare le due costanti arbitrarie Qua* 
luoque via fl processo di una tale eliminauone si è ri* 
marcato' (iràm. preced.) che cadrasai sempre sulla mede- 
. sima 'equazione didferenziale di secondo ordine'. Quindi 
* seguendone il pi& semplice! tioi eliminando x — a colla (i) 
*e la proposte! ne avremo -l’equazione di primo ordine 

f ■ 


*e dipoi con questa ,'c la (a) eliminando j-— ne avre- 
mo Tequazione di secondo ordine 

^ • • 

/ t i*\3 -Su*' ' " 
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:)( 97 )( 


indipendente da a e da come si cercava . 


Oltre l’equaxioni diSerenziali di coi si è parlato ne^na- 
meri 34 ... 38, ve ne lia un* altra specie che forma un 
ramo di analisi non conosciuto da*primi scrittori de’nuovi 
calcoli , e delle quali ne dobbiaiQO all’ Eulero (Meccan.) 
il primo saggio. 

* ‘ ^ -.4 

La loro importanza ci obbliga a farne menzione. 

35 • Sia supposta l’equazione 

t 

Z . I ^0 


.in cui una variabile per esempio h sempre funzioni 
delie altre, cioè in cui è or, . . .). 

Quindi essendo (SoiS.**) 

il* 

d Z sz du f'u *Z+dxfx*Z + f^*Z"f*»»s 

e mettendovi (34) per dy il suo valore j 
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si avra 


' 4 . 





+ ec. 


per 1* equazione differenziale esalta di Zso» equazione 

che può mettersi sotto la forma 

• • 
Pòy-^-Qàu-^-Ràx-^ • • • Eso; ec. 

rappresentano fyZ,f„’Z, ec. 

Per essere du , dx^ ec. indipendenti 1* una dall’altra , 
questa equasìpne ci dà l'cqoazioni 

CC. «C, ' 

le quali non sono che i differehziali parziali di Z o 
secondo u, secondo x, ec. Queste equazioni sono dette 
equazioni difjferenùali parziali* 
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un’e<^nione dìITerenziale esalta ^ secondo,- 

di terzo ec. ordine si divide sempre in un certo oamerQ 

di equazioni difTerenziali parziali del medesimo ordine che 

si dicono equazioni differenziali parziaìt del secondo^ 

del terzo jfc, ordine y nel mentre che l’equazione indi* 

' ^ ^ • _ • « • • • * 
visa suol dirsi sovente equazione differenziale totale ; 

e 61 le une che 1’ altra per essere figlie deTT iiumedìat'a 

T » I ^ ^ ^ . *• • > I * 

differenziazione potranno^ dirsi esatte . Quindi essendo 
data un’equazione a più di dne variabili sussisterà setn» 
pre con essa in ciascun ordine un certo numero di equa* 
zioni differenziali parziali . Qualunque combinazione alge* 
brica fra la proposta e le sue differenziali si totali che 
parziali sussisterà egualmente v Punque gencralizzi^Jo' le 
denommazioni , quelle della prima combinazione potranno 

f * 

dirsi ^nazioni differenziali totali ^, come quelle della 
seconda* si dicono equazioni differenziali parziali , Le 
prime non 'rapprc5enterannO'<cbe' Una certa relazione fra i 
differenziali delle variabili ; e le seconde, non la ra{qire* 
senteranno ebe fra i coefficienti' differenziali della variabile 


incognita . Quelle unitamente all’equazioni (55 ; 56) for- 
mano il ‘sistema ^lle. cosi dette equazioni diflercnziali' 
ordinarie ;> e queste dell’ equazioni differenziali parziali. 
L’ equazioni differenziali parziali* si dividono in ordini. Sì 
dicono del primo ordine quelle -che abbracciano i coefli- 
denti differenziali parziali soltanto di primo ordine della 
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variabile dipendcnle : tale è inequazione generale per quelle 
8 tre variabili 




‘ r : 


in ‘cui / ^ la variabile dipendente ; ed C sonò 


funzioni di j:, r, z > 

* ' • ,r» ^ ‘ • I • . A • * w 

Si dicono del secondo ordine quelle , le quali nella re« 

». * 1 ,, - • • ■ 

lezione che esprimono, si estendono fino'a’coefilcienti dif- 

. • t, .'I I I ■'? ; “ , f" . ■ :• 

ferenziali parziali di secondo ordine della variabile dipen- 
dente . L’ equazione 



èia forinola generale per tutte quelle fra, tre variabili, 
in cui jSy B,Cy , , . rappresentano delle funzioni dì esse 
vaiiabili . £ cosi di seguito. 

4o. Fra le iuGnite combinazioni che possono aver 
luogo tra una certa equazione e le sue differenziali par- 
ziali , di due sorte se ne considerano con vantaggio nella 
scienza : quelle che risultano dall’eliminazione delle co- 
stanti arbitrarie, e quelle dall’elimiaazioDe delle funzioni 
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arbitrarie : anzi nel calcolo inverso le e<]uazk>ai differeo* 
siali parziali non si trattano io generale che come prq^ 
TeniuDti da siffatte eliminasioai . Diamone due eseoipj ^ 
' J.<* Per l’eliminazione delle costanti sia data l’equBziooo 


Z= (*_«)’ +(r-«)’+(« 



nella quale x si prende qnal funzione di » , jf. _ 

Da 'essa si avramio le due equazioni diffierenzidi par- 
ziali esatte • i. • ~ .. ...... 


dalle quali tirando il valore di jr — di a-i-c; e sósti- 
tuendo nella primitiva, si avrà l’eqnazione ' 

(a:— a)’ ( I + (f* . x)’ + ( . a:)* ) ~ r* s= o 

• • ' .a# .1 • f , I ' I •* 1 

equazione differenziale parziale di.primo ordine, la qtalo 
non contiene le due costanti arbitrarie ò^c contenute nelbi 
Sna primitiva. Ondo l’eliminazione di due costanti arbi- 

*'i * * *■ t 

trarie porta ad una equazione differenziale parziale d( 
primo ordine , e non di secondo come nelle differenziali 
ordinarie Qnindi giova il riflettere cbc.il numero delle 
costanti che una certa equazione può contenete più di 
una suà differenziale parziale non siegue Ia;legge rMe* 

>4 
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rata (3?) f ^ equazioni difierenziali ordinarle . Ideile 

eqoationi diOerenxiali paniali considerate come .il risuU 
lato deU'eliminasione delle costanti ^ siffatto numero varia 
come varia l’ordine deU’equatione parziale ed il numero 
delle variabili . In effetto .un’equazione primitiva fra tre 
variabili può contenere due costanti arbitrarie più di una 
sua differenziale parziale di primo ordine , cinque più di 
una sua di secondo ordine » nove più di una sua dì terzo 
ordine, ec. Un’equazione primitiva fra quattro variabili 
può contenere tre costanti arbitrarie più di una sua dif- 
ferenziale parziale di primo ordine, nove più di una sua 
di secondo ordine , diecinove più di una «ua di terzo 
ordine , ec. 

fi.« Per l’eliminaziooe delle funzioni arbitrarie sia data 
l’equazione 

Z=X~J' fv + Ujr=:0 

ove V s=u* + J'* , ed a: ò la variabile dipendente . 

- Questa equazione dà le due equazioni differenziali par- 
ziali esatta ' ' . ■ 

= (4v) (4^) 

ovvero sostituendo i valori di dj.v, d„«; e qnindi divi- 
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4endo la prima per^, e la seconda perdei sì iTraono 



Eliminando fra qaeste due equazioni e la primitiva far 
* ^ l’equazione differenziale parziale di 


primo ordine 


indipendente da (v contenuta nella preposta Zrso. 

Qui giova similmente avvertire che considerandosi le 
equazioni differenziali parziali come una conseguenza del* 
l’eliminazione klelle funzioni arbitrarie suole dagli analisti 
annunciarsi la seguente proposizione : un’ equazione dif> 
fereuziale parziale dell’ennesimo ordine è i! risultato del- 
l’ diminazione di un numero n di funzioni arbitrarie. 
Questa proposizione presa in tutta la generalità non solò 
Dou è dimostrata , ma ancora è dubbiosa ed iucerta . La 
scienza, bisogna confessarlo, è poco avanzata nella teoria 
generali delle equazioni diSlerenziali . Possiarrto perb sta-* 
bilirc come una verità analitica da. richiamarsi nel'cal- 
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eolo ■ inverso ^ ‘ die ub^ equazione dìffer^ziale parziale ^ 
primo ordine deriva sempre come nell* addotto esempio 
dall*eliminazione di’>una funzione arbitraria ; e perciò cor- 
risponde sempre ad un’equazione primitiva con una fun* 
zione arbitrarla -di., più . . . 

Dalle considerazioni di qu'i sopra risulta che 'un’equa- 
Viooe differenziale parziale di primo ordine per, esempio 
tre Tariabili, può derivare mercè l’eliminazione, die 
Tal quanto dire può appartenere ad una equazione pri- 


mitiva della forma 

f (ar, j, a , rt, = 0 ; ovvero f (x, jr,s,(^v)s:0 

in cni a , & sono due costanti arbitrarie ; e una fun- 
zione arbitraria di v , ebe è una funzione determinata 
delle medesime Tatiabili • - 

Quindi per prevenire il dubbio se una data equazione 
differenziale parziale appartenga ad una primitiva con co* 
atanti arbitrarie piuttosto ebe eoo funzioni arbitrarie , si 
avverta che queste due specie. dì equazioni non sono di- 
verse cUe in apparenza ) e la prima • può sempre ridarsi 
alla seconda , riduzione su .di cui non ci arrestiamo, po- 
tendosi vedere in Bmoacci o altri classid • 

i * 

, Per fissare . le idee concliìudiamo : la famiglia delle 
equazioni differenziali si divide in due rami ; l’ano delle 
equazioni differenziali ordinarie , e l’altra delle differen* 
siali parziali . Le prime sono quelle che rappresentano 
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una certa relatione tra il diScrenslala- della variabile di* 
pendente e quelli delle indipendenti: tali sono i’equaiioni 

(i — dx — ado:=o 

zdx-\-xdjr~\-jrdz=zo, 

r . , (t—jr)àìX-\rxdjr-\-(^jr-^z)dzsso 

~ Le seconde • sono quelle • che rappresentano una certa 
relazione fra i diversi coefficienti diSerenziali parziali delia 
variabile dipendente, come per esempio le equazioni di 
tre variabili ’ • i - 



Mu pria di mettere termine* a questa lezióne' bisogt^ 
far cenno di' nn*altra circostanza che può aver luogo nella 
difierenziazione delle equazioni ; circostanza che molte 
questioni di geometria e di meccanica del genere di quelle 
che si dicono da^màssimi e mimmi han fattoliniarcare. 
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e che costituisce il cosiddetto calcolo delle variazioni , tanto 
famoso nella moderna 'analisi . 


4i. La differenziazione delle equazioni non si è pre> 
scalata finora (34) che sotto la veduta di considerare il 
cambiamento della variabile incognita come subordinato 
a quello delle variabili indipendenti : epperò 1* equazione 
variata come rappresentante la medesima relazicne della 
primitiva . La soluzione però delle qui sopra indicate que« 
Stioni resistendo ad una siffatta maniera di vedere, fece 
conoscere il bisogno di nuove maniere nel trattare le 
equazioni , il che produsse dal genio giovenile di Lagrange 
l’idea felice di considerare il cambiamento della variabile' 
funzione come ancb’esso indipendente, epperò indeter- 
minato; idea su di cui Lagrange medesimo innalzò l’edi- 
ficio del calcolo che l’ Eulero in seguito disse calcolo 
delle variazioni f e ridusse alla semplice condizione del 
calcolo differenziale. 

11 principio fondamentale adunque del calcolo delle 
variazioni consiste nel far variare le variabili indipenden- 
temente l’ una dall’aitra , cioè net trattare le variabili delle 
^uasioni come tutte indipendeuti , e perciò nel far va- 
riare colle variabili l’equazione non solo uella forma come 
nel calcolo ordinario, ma ancora uella essenza. Quindi 
per distinguere il trattamento delle equazioni sotto que- 
sto punto di vista dalla maniera ordinaria , sì disse 
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ntariau'one il cambiamefito delie variabili , ciob al vooa- 
bolo di^erenziale si sostituì quello di variazione ; ed 
alla caratteristica d, le ^ (delta) assunta dal carattere 
greco. Dunque col cambiamento differenziale delle v»> 
riabili un’equasione cambia soltanto di forma ; laddove 
con quello variamone cambia di forma insieme e dà 
sostanza : onde è io questo caso a tutto rigore e non 
nel primo che Tequazione dovrebbe dirsi vano/a . Onde 
nel calcolo delle, variazioni un’equazione nel fatto delU 
variabilità non rappresenta fra le variabili una relazione 
costante ma variabile, ciob rappresenta in generale tutte 
le possibili relazioni che' possono aver luogo fra quelle 
variabili ; circostanza che rende questo calcolo del tutto 
generale negli usi ir cni va applicato. " 

ir calcolo delle variaztoui circoscritto sino a questi 
ultimi tempi alta* semplice soluzione di una classe di pro« 
blerai di massimi e minimi , è stalo oggi applicato da 
,,valorosi;^ge(unetri^come Poison, Legendre, od altri bel- 
lissimi oggetti della meccanica . Il suo uso nella soluzione 
di qnei proUemi pe|: cui fu inventato, ha preso per mano 
del suo stesso inventore* una nuova veduta , più non for> 
'mando un Qietodo distinto, ' ina parte integrante del me- 
todo ordinario dì massimi e mìnimi . In questo scritto 
noi non entriamo ad interloquire sulle sue nuave appli- 
cazioni meccaniche : ci riserviamo nella quinta lezione a 
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Temerne l*uso nelle "questioni di massimi e mTnrfmi: e 
solo ci diamo in questo luogo a dimostraroe un teorema 
importante e fondamentale , per cui le Tariazioni de*dif« 
ferenziali si trasfocmaoo in differeaziali delle variazioni. 

Sia f(x,/’) s=o una cèrta equazione tra x ed^; 
e sé ne avrà 

per la sua variata ; variata che per essere dx, ijr en« 
'traini)!* indeterminate ed indipendetiti fra’ loro, abbraccia 
H caso, dell’cquaziooe variata parziale ’ 

che è quello.il quale, sugle per maggior semplicità ordì* 
nariamente considerarsi • La relazione rappresentata dal- 

Tequazione prln^Iliva f (x,^)^o non è 1* istessa per quantj) 

✓ 

si è detto da quella rappresentala dalla sua variata 

f (x+Sx,^) aso.' .r - ■ 

quindi se sarà x a= fj* la primn , ed 'x*(a=x+?X) 
la secondai si avrà 

x+dx aa f(/+d^)i x*+dx'=:$ (x+dx) 

per le loro variate ordinarie , le quali rappresenteranno 
le medesime relazioni delle 

^(»i7)=o, f(x+dx,;^);rf(x»,r)=o 


Digìtized by Google 


X»09)C 

Ór l'«quMÌone- v.; i. i' 

x+clo:H-3(x+da:) ;= f(j+d/)+5 fO' + dr) 
ib equazione variala di 

a:+d-K= f(/+dj^) 

epperò rappresenta la medesima relazione della 
ar'+ da:' = !f (x-J-do:) 

Quindi avremo 

ar+dar+3(xH-dx)(=x'+dx')=ar-j-5x+d(x+5x) 
donde risulta 

ddxrrd3jt 

Differenziando questa equazione si avrà 

d (Jdx) s=: d (d3x) E= d Sx 
Ma supposto da: s= u 

d(5dx) =rd5«5s3d«t=5d^a’‘ 

Dunque sì avrà 

3d’x:=d'*3x 


I^el modo stesso avremo 



)C»ioX 

e per analogia il teorema rappresentato dalla formola 
generala 

Jd",r 

cioè la variazione deU’ennesimo difTerenaiale eguaglia sem- 
pre il differenziale ennesimo della variazione . 

Da questo teorema un altro se ne tira egualmente 
importante: ma esso non appartiene che al calcolo in- 
verso, e perciò ne parleremo a suo luogo . 

' Colla dimostrazione di questo teorema noi chiudiamo 
la presente lezione , e passiamo alla quarta sul calcolo 
che ha per oggetto non la differenze considerate isolata- 
mente, ma nelle loro reciproche relazioni. 
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QUARTA LÈZIONE, 

Calcolo delh differenze, 

inora non aLbiatno considerato la diOerenza tra Io stato 
primitivo e variato di una funzione che isolatamente : ne 
abbiamo operato la $composizione nelle sue parti elemen- 
tari mercè il teorèma di Lagrange; abbiamo riconosciuta 
la natura di queste sue parti , e il processo di assegnarle 

ne*diversi casi delle funzioni analitiche . Or conviene con- 

» *• 

sideraria relativamente alle altre diSìerenze che uoovi con- 
secutivi aunténti concepiti dalle variabili generano e pro- 
ducono. Questa considerazione è ciò che forma il ramo 
di analisi conosciuto sotto il nome di Calcolo della dif- 
ferenze ; calcolo ebe fa il soggetto di questa quarta le- 
zione y e di cui ne andiamo ad esporre ì princip j fon- 
damentali • 

43. Adottando colla comune degli analisti la lette- 
ra A (delta) per la caratteristica delle dilferenze : notando 
con f’x una funzione qualunque di x, e con i l’aumento 
di X si avrà 
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Or AF, è ftticora una fanzione dix: quiod! 66 X vi ao« 
menta di /, si avrà del pari 

cioè a dire 

Cosi ragionando avremo 

AV, = AV,+^-A’r» 
aV, = aV,^.; - aV, 

A V, = A”~* - A”“* r. 

44 . Qui si noti intanto che le funzioni 

■Ar^, aVx. a V, , • • • a" /■•'x 

formano un seguito tale che l'una risulta in un modo 
costantemente uniforme dalla precedente, e tutte iu pri- 
ma origine dalla primitiva: per lo che presentano l*ìdea 
di una derivazione simile a quella delle funzioni lagran- 
giane; epperb potrebbero dirsi funzioni differenze da^ 
tivate^ cosa che ho altrove rimarcato {Introduzione allo 
Studio della matematica sublime), 11 nomo sotto cui 
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queste fuDKÌoaì si conoscono tutte iusieme è quello di 
dif^nrenzei e per dislinguerle l’una dall’allrn si dicono 
ditFerenxa prima , seconda , ec. ; in maniera che et- 
Bendo la funzione primitiva, è la prima^' diflTerea^ 

za , seconda diOferenza , . . . A” la ennesi- 

, t 

ma diflTerenza . Donde il loro paragone ha preso la de- 
nominazione di Calcolo delle differenze^ ed il processo 
analitico per assegnarle, quella di differenziazione^ voca- 
bolo destinato ancora ad indicare il processo analitico per 
‘ assegnare i diOerenziali , come (i3,4<*) si è detto. 
Venghiamo ora ad applicare questi principj alla di- 
mostrazione del teorema fondamentale di questo calcolo, 
e quindi allo stabilimento delle basi della differenziasionik 
di cui attualmente si tratta . 

45 . Si richiamino le equazioni (^S) i| 

t e 

i • •.** 

ec« ec. 
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Se nell* prim* sì melleri per x e si soitiluirà nei^ 
feconda ; quindi nel risultalo si metterà del pari x-^i 
per x 'e si sostituirà nella terza } dipoi si metterli in que- 
sto secondo risultato ancora *•+■* per * e si sostituirà 
ndla quarta ; e cosi via via , si avrà il seguito seguente 
di equationi 

^ ““ ^ X* 

/ 

y. = y^i-iiy.-\-ìi + 

ec. ec. 

La legge di queste equazioni à manifesta : i coefficienti 
numerici sono quei di un binomio elevato all'ordine stesso 
della differenza ; e quelli di i formano la serie decre- 
scente de' numeri naturali, incominciando dall’ordine di- 
visato sino a zero esclusivamente . Quindi potremo con- 
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chiuderne In generale' la formola , ' . 

A" f', ==y,^„i 

J73 ^x4-(n— 3)»+ 

il segno superiore è per n impari e l* inferiore per if pari ». 
Questa espressione pub mettersi sotto la forma definita 


-Vi- 'f 


ovvero riflSllendo che ss£r 

AV,=(f(a:+0-'O'’ 

purché nello sviluppare gli esponenti di f(j7-f-/)si trasmn* 
tino in coelheienti di i . 

Sotto r espressione 

pub presentarsi ancora una differenza qualunque.' Questa' 
espressione riconosciuta per U prima volta da Lagrange 
forma un bei teorema dimostrato da Laplace ; teorema 
che dà le differenze in funzione de’differenziali . Eccone, 
una dimostrazione assai facile. 
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46. Si ricLiami (11) la formoli ' 

Ar=dr+ - d V+ d ^ V . 

Abbiamo (a», 1.® ) 

A 

a a • j 

Quindi trasmutando gli esponenti dì in esponculi 
della caratteristica d , trasmutazione che sottintenderemo 
ancora qui appressò, si avrà 

Ar=ed/_i 

PrendeuJo le differenze successive della formola rithia> 
mata si avrà in 

a"* r=Adr+-Ad"* r+^Ad^ ?'+••• 

ÌA 3*0 

A^ ^=sA’ dr+ d’ d^ r-t- • • • 

ec. ' cc. ■ 

Or si riflette che le d” ^ sono delle funzioni di x, ep» 
però si potranno sempre mettere in luogo di F", che rap» 
presenta 'in generale una funzione di x. Quindi si faccia 
nella formola esprimente AF successivamcnto 

r=sdr, r=d* F, V=zà^ r, ec. 
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e si avt^ 

Adr=d*r+ - dV+-.. 

• a ' a.ò ./ 

Aj"* r=3d^ r+ ^ ^ d ^ . . . 

Ai‘^ K=d^ F+ - d ^ F+ -Vd ® r+ • • • 

a . a.iJ 

: •■• ; ^ . (. 

ec. ec. 

Valori die* sostituiti nello formolo ' esprimente' A 'F'ci 
daranno 

A* /^=d* r+ d V+ -f- d V+ • • . = (e^^- 1)**, 

Qai si sottintende la sopra indicata trasmutazione. .. 

‘ * * ^ * 

• • • . *. 

Facendo del pari in questo risultato successivamente 

K= dr= d * r=s d^ r=s ec, 

avremo 

/ ' I 

A* d^= d ^ ^+d^ 2. r+ • • • 

la ' 

A*d'*r=d^^+d®^+2.d^^-f:... 

A"*dV=d^r+dV+-2.d^ f 

12 
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9 

talori che loititnili nella forinola esprìmente A F darao^^ 

AV=d^ r+ Ìd‘* r+“d V4 = 

supposta sempre la trasmutazione di sopra • 

Operando nel modo stesso si troverà . 

r=d^ r+ a d ^ r+ ^ d ® . . . =; 1/ 

•v » 

A^>=td^ F \- “ d^r+ - d^ A'H- • • i =i 1)^‘ 

.•i * ’• - 

ec. ec., . , cc. 

- ^ . •■ ’ -I ' • -- ' ^ > 

donde per analogia si potrà conchiudere io generale 

A r=d r+^à r+J'à r+ • • • = .) 

ji^À\ ec. sono de'coeflicìcnti nomerici . Teorema enun- 
cialo, in cui bisogna setnpre'supporre la trasmutazione 
degli esponenti di dF io quelli della caratteristica d . 

Passiamo al secondo argomento, cioè a stabilii e le 
basi della specie di diSerenziazione che fa il soggetto di 
questa lezione . ^ ^ \ ' 

Un’equatione proposta a differenziare pub essere se- 
parata o mescolata ; cioè pub abbracciare una funzione 
data esplicitamente o implicitamente. Limitandoci noi 
alla considerazione delle equazioni binoTariabili , il primo 
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caso è chiaro che si riduce alla diflfcrentiaziooe delle fijn- 
zioni ad una variabile; epperò (i^) alla ricerca della dif- 
ferenza della somma, della moltiplicazione, e della gra«, 
duazione delle funzioni semplici : il secondo si deduce ( 34 ) 
dal primo. Consideriamoli dùnque brevemente, circo» 
scrivendoci alle sole prime differenze. ' ‘ ' * > 

47. Siano fx, fx due fuozioul di x, e si avr 4 , 

1.'^ per la somma 

X A (fur-f-^x) s= f (x-f-/)+o (x“|-/) — (fx-b :*r)' 
ciob per essere > . • * 

f (x+f) — fxacA fx, ò (x+r) — ^xsEA?t’ . 

si avrà A(fx-t-9x)=AfxH-A^x 

a.** p£r la moltiplicazione 

A(fx.9x)=f(x+r).?(x+/) — fx . <^.v 
cioè essendo 

f (x-f-t) = £r-|-Afx, 9(x+i)xs ^x-f-Ayx 
A (fx . ^x) = (fx+-A fx) (9 x-ì-Aox) — Cr . ?x 
= 9xA fx*f- fxA^x-j-Afx. 

La moUiplicazioBe abbraccia ancora la divisione;,, per ooi; 
si avrà 

fx __ f(x*i-/) f* ^ fx4-A fx • fx 

V ? x ” J ~~ 9 (J^ 4 -i) ~~ 9X4-A9X 

__ 9xAfx — fxA^ r 
9 X* 4 - 9 xA 9 X‘ 
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3.^ per li gradoaiione 

Si sa (17, 3® ) clic la consiJerazTone della graduazione' 
•ì riduce a quella delle funzioni 

I 

ar"*, , log .r, sen;*: 

. « 

‘ I 

Dunque si avrà ■' 

Az: * s: s: or •” ( (14- ^ 1 > 

s /z*+** — a^’ss ri* (a* — i) 

Alogjrsilog(j:4-i) — log 4: s= log (14- ~) 

A scn jr s: sen (x4-r) — sen 4: 

sz sen X cos i 4- sen i cosx — sen x 

ss sen X (cos i — i) 4- sen i cos x 

ovvero per essere 

1 — cos i a scn^ — 
a 

si avrà 

Asenz; sseni cos 4: — a sen 4: sen* ^ 

' a 

Nel niod<T stesso si potrebbero formare le differenze de- 
gli ordini superiori . 

Se le assegnate prime differenze si vorrebbero in se- 
rie» non bisogna che mettere per 

(* + ’^)”» ^og(*+^)» <**•» seni, scn*i. 
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il lorp rispettivo svilujjpè, ‘altronde conosciuto, 

'Passiamo at caso delle' funtloni implicite. ' ” 

■' Sia'f(j?,>») so Tequarione proposta: riguardaa* 

do X come la variàbile 'dipendente j‘ óio6'coma funziona 
di j'i 9 supponendo chp Ax sia.il cambiamento di 
$i avrà l’eqnazioue ^ 

’ f(x*l-Ax, jf4-i) sao < 

la quale per qnanto si è detto (55) rappresenta la stessa 
relazione della preposta . Risolvendo dunque questa equa- 
zione si potrà determinare la diSbrenza Ax. 'Questa equa- 
zione si dice delle prime didereuze . 

Se in questa equazione si metterà per ’j", x di-' 
Terra x-i-Ax; eppero 

Onde se ne avrà l’equazione ; . ■ 

. • ' éÌ“. ; ” i; • _ ’ ' ; . • ; f ■* * 

o 

f(x-f-aAr+-A x,j4-3z)ko 

delle seconde diderenze : e così per 1« equazioni delle 
diderenze ulteriori , lo quali sussisteranno insieme colla 
primitiva.: . .i- ; .i. , . > 

. Qualunque combinazione algebrica fra queste equazioni 
avrà luogo egualmente , - e darà nn’ equazione alle diffe- 
renze di un certo ordine la quale potrà stare in vece delia 
proposta , rappresentando l’ istessa relatione . Fra qqestd 
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combioazionl quella (ra la pri^itira e V equazione ■ delle, 
prime dilTercnze conUnendo ìAjc si dirà alU differente 
del primo ordine: cooie quella 'fra la primitiva, l|equa- 
zione delle prime differenze , e inequazione delie seconde 

* 

differenze venendo a bontencre A a?, si dirà alle dìffe* 
reme del secondo ordine ; e cosi di seguito . Le pri- 
me che sono anch’esse equazioni alle differenze di primo, 
d^i secondo , ec. ordine per essere , il risaltato esatto ed 
immediato della differenziazione, potrebbero sopraddirsi 

etatte come nelle differenziali. 

^ » 

Nella ricerca di queste equazioni alle differenze si è 
supposto che il caiobiamento di jr sia sempre r:i, ciob 
costante : questa quantità può prudersi ancora diversa 
da un ordine all* altro di esse, cioè supporsi variabile. 
Ma ciò oltre che renderebbe piu complicate ed incomode 
tali equazioni, le farebbe dipendenti nou solo dalla li^gc 
diversa con cui varia i da un ordine all* altro, ma dal 
numero ancora de'suoi cambiamenti, cioè dall’ordine di 
essa.' La ipot^ di i costante è quello che ordinariamente 
si siegue nell* analisi della differenze : e ad oggetto di 
rendere sempre piu semplici le espressioni c facili le ri* 
cèreliaisuole negli osi di essa supporsi per lo>piài;£i. 

.49» In una funzione a piò variabili il cambiamento 
di ciascuna variabile può considerarsi indipendentemente 
da quella delle altre, donde nasce ila considerazioae delle 
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differenfee 'l} Boa sola o apìb delie variabili, cioè delle 
cliUcrcnze paraiali . Sim^meote io UD*equaziooe con piè 
di due variabili il cambiamento di una variabile tadipen- 
deflto produce sulla variabile incoguita una parte di tutta 
la diHerenza dì coi è capace: questa differenza parziale 
viene rappresentata come ne’ differenziali , da un’equasiouQ 
che esiste iodipendentemente dalle altre , in quanto il cam> 
biamento che la produce ha luogo iodipendentemente 
de’ cambiamenti delle altre variabili : la riunione di sif« 
fitte equazioni è chiaro che compone l’equazione rappre- 
sentante la differenza .totale ; e la loro varia combinazione 
algebrica un numero indeCnito di altre equazioni rappra* 

* ‘ « • • V 

seutanti sempre una relazione fra queste differenze par- 
ziali . Quindi risulta la considerazione di un altro ramo 
di' equazioni, alle differenze diverso di quello delle dif- 
ferenze ordinarie, che si dice delle differenze parziali. 

5o. Se in un’equazione per esempio f(jr,^)s:o in 
vece di considòfare la differenza della variabile incognitn 
come Subórdinsta a quella delle variabili indipendenti , sì 
considerasse ancU’essa come indipendente ; cioè se l’equa- 
zione. si supponesse come variabile , e si trattasse come 
le funzioni esplicite, in tale [caso avrebbe orìgine un ra- 
mo di analisi relativamente alle differenze simile a quello 
del calcolo delle variazioni de’ differenziali , il quale po- 
trebbe dirsi calcolo delle variazioni delle differenze. 


Digitized by Google 



)(«* 4 )( 

' J1 calcolo dello differenze è stato poco coltivató, ed à 
tuttora nello stalo della prima |pa infanzia . Noi ne ab» 
Liamo rimarcato di volo queste idee onde darne a cono- 
scere i princip) fondamentali , ed i progressi di cui è capace. 
:■ Chiùdiamo intanto questa* lezione con un ^lo esempio 
sulla generazione delle equazioni alle differenze ordinarie. 

Sia data l’equazione = Se per x si meL- 

Ieri ar-4-Ajr, ed y-^i per y^ se ne avrà l’equazione esalta 
delle prime differenze 

* * « » 

!.. , • ' , 

9 

{x-¥-ùkx) — fl(/+*)c:o • . 

Hisolvendo questa equazione si polri definire la differen- 
za t^x della variabile incognita in funzione 'di / . 

Se tra questa equazione e la primitiva si clinliaeri la 
costante a, se ne avrà l’equazione alle differenze del 
primo ordine 

' ■ 'a* j,' f«‘ - ■ •: . 

—X (^+<)j=0 , 

Questa equazione sussiste colla primitiva ; può stare in 
sua vece; e si rapporta all’istessa relazione fra le varia- 
bili, relazione die essa rappresenta con maggiore gene- 
ralitò perchè ^dipendente da n» 
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QUINTA LEZIONE. 

Usi algebrici della dijferenùaiìone , 

% 

^^uatlro saranno le ricerche che cr proponiamo in qne> 
sta lezione : cercheremo in primo luogo lo sviluppo delle 
potenze de’ polln'omj : quindi darenm il modo di assegnare 
il valore di quelle quantità che in certi valori particolari 
della variabile si presentano sotto la forma iudeterminaU 

I 

di : in terzo luogo dimostreremo il metodir di scom* 

porre una frazione razionale nelle suf frazioni parziaK: 
e finalmente esporremo il metodo de’ massimi e minimi . 
Incominciamo dal primo. 

5a. Sia proposto lo sviluppo di ' ' 

yt% 

{c-^c*x-}rc"x * + •••) ssy ” 

Suppongasi a tale oggetto che 

■ *'-f- • • • 

> 

sia Io sviluppo cercato; onde si avrà 

>7 
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cpperb 


w/”""* àjr* 


Dividendo quest» per quella equazione avremo ^equa•^ 
«ione difierenziaie 

mydjrssjrif* 

cio^ sostituendo per j'* i loro valori 


(c+C'x+<?"jf * + • • •) (a'+»a"x+ • • •) 

k 

=m(a+a'x-f-a''jr* + •• •) (c'+ac"x-|- • • •) 

ovvero effettuando le moltiplicazioni indicate, ed orJinan* 
do alle potenze ascendenti di x 

mac*^a*e > • ' • * 


+ (m {iac"+a'c') — *a'V— a'c')x 
+ (m (5ac '•' + aà'c' * +a"c') —5a " 'c — la "c '—a 'o ' ' jx* 
H- (m (4a c’"'+3fl V''+»a'*c':+rt'"c')-4a"''‘^\ ^ 3 


Questa equazione per essere x indeterminata ce ne dà le 
eeguenti 
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mac' — adesco 


m (i a a'c'sso 

m(3ac'"-f'»<*'c'’+a''c’) — 3a^"c— aa'V'— «V'=o 
m (4 « c""+3aV"'+ aa"c" +a"'c') — 4a ”"c- 3a" V \ 

«e. ec. . ) 

i • ’j - - 

Le quantità e, e', c'\ . . . , come m sono supposte cono* 
sciute: qaindi riguardàndb in queste equaiioni te a, a* 
a", ec. come incognite , se ne dedurrà 


«' = 


mac' 


= ™ ,(ama.cV (i»-7i)aV> .... 


. . t; I 


= Yc (am- 1 ) aV»+ (m- a) a”c’) 

« '= (4 /» .<* (5<n — i) aV” -f (am— a) a’ V’ \ 

+ (m — 5)a’Vy 


•' «c. , 


Tutte queste espressioni Vanno dipendenti da a ; per de- 
terminarla si ricorra aircquaxione j”* cioè 


(c+^’xW’x ’ 4- c’”* 4- • • •)'” =r a4-a*x4-a”ar * 4, • . . t 

e si osservi die essa dee sussistere per tatti i valori di x; 
epperò anche quando x=so} osservazione che ci dà c^rsa. 
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Determinata la a saranno determinate ancora le aV’eCj* 


cio^ i coefficienti dello sviluppo epperò'sì avrii deGoita, 
la conoscenza proposta della serie dello sviluppo di j*"*. 


53. Veniamo alla valutazione delle frazioni che si 


presentano setto raspelto vago ed indeterminato *-*. 

Sia una frazione tale che col valore di xszc le 

funzioni fa:, ((V divengano simultaneamente xro; cio^ una 

. * * 4 « 

frazione tale che dia ... 


fc o 

«fc o 


Per valutare in questo caso la frazione si faccia .t=c+z 
nelle funzioni componènti fx, 7 jc,*si sviluppino f(c+VV; 
9(c*d-r) con alcuno de' metodi conosciuti, e si avrà 


f(c+i) ss ar -{-••• 

fl'i" Ifi . . . 


nt , m'y m", ... ; n , n', n'\ . . . -denotano delle quantità 
crescenti, perchè gli sviluppi sù suppongono ordinati alle 
potenze ascendenti di z; e delle quantità tntte positive, 
perchè nel caso di tso dee aversi 

f =: f(C := o, 9 (c4-t) K c s= d 
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Oa.^e si «Tri 


r < . . \ .m , .m f . m" . 

i ’ c-i~i ) at 4-0 1 4 - « * 4 - • • * 

O ' 04-l ) i»-'»* jt-n” 

' at 4-0 f 4-a < 4-*»» 


a< 


.m— « ,.m— », ,.m”— n 

4-01 4-at 


• bU 


.» — n 




.n —n 


-f— • • • 


Or possono darsi tre casi ; cioè può essere m >| s, < n » 
Fallo tn^o si avrà 


nel primo (ss ^)=so 

. 9 c ' o ' 

nel secondo (ss — )ss 

©c ' o ' a 

• T« 

. ( ‘ in . ^ 

1 ^ fo / o , 

nel ter*o ( = — ) ss oo 

•„ • 'O ' . ■ 

Questi risultàti 'àbbractiauo tutti i valori ' possibili 'di cui 
è capace quando vi diviene' < :=o; clo^ ^i cui h 


,\co ' 

capace — ~ ( =:—). Onde |>er edettuare la valutazione pro- 
posta il tutto si riduce ad assegnare i due primi ter- 
ni 

mini rtt-=», a’i degli sviluppi di f(x+ 0 » ?('*H**) * ® 
quindi vedere in quale 'destre Casi divisati si trova m re*' 
lalivamente ad n : il che pub eseguirsi mercè la formola 
di Taylor quando (x e non- contengono (9,oss. 2.* ) 
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alcDD radicale e funzione logaritmica che ai anaulli col 
valore di orzo: nel caso contrario potrà sempre elTet* 
tuarsi con alcun altro dei metodi conosciuti per lo svi* 
luppo in serie delle funzioni . 

54. Giova intanto sapere che nel caso in cui ha luogo 
la formola t^Ioriana , epperò il metodo della diOercniia* 
zione potrebbe seguirsi un'altra via onde conseguire nelle 
frazióni algebriche la valutazione di cui si tratta . In ef- 
fetto supponendo algebrica una frazione, sappiamo dalla 
teoria delle equazioni , che qualunque siano i suoi due 
termini far, si pub sempre prendere 

fx = (x— a) ^ (x— , 

s: (x— a ') ^ (x— 6')" . . . 

Or per annullarsi entrambi col valore di xs«, uopo è 
che in entrambi uno de* fattori componenti sia x— 
Quindi in tale caso uopo è supporre 

tr = (x— <j)^(x — x) • • • =: 17l(x--r)”* 

^ s(x— a’)'^(x— c)“ • • • = f 7 ’(x— c/ 

Ut V\ sono due funzioni di x. 

Dunque una frazione algebrica che col valore di xsc 

diviene — pub sempre considerarsi della forma 

‘C/’Cx-c)'*' ' ' ■ • 
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Cò posto : fallo m s n+r avremo 
_ U(x^cf 

U\x-cf 


\ ■'( 


V 

i 0| 62 — , S 90 


secondo cbe r è positivo nullo negativo, cioè m> r: <di«s,. 
Quindi per de6nire il vero valore della fonsione nel cas» 
proposto, il tutto si riduce ad eliminarvi il fattore (x— c) 
comune al numeratore ed al denominatore. Noi sappia^ 

i 

mo (i8) cbe la successiva ditTerenziasione fa scendere di i 
in I gli esponenti delle potenze, i quali se saranno in* 
tcri arriveranno Gnalmente ad annullarsi . Dunque non 
essendo un radicale il fattor comune che si annulla col 
valore diarie:; cioè essendo m,ra de’nunieri interi, si 
potrà sempre colla replicata diflTerenziazione eliminare quel 
fattore dalla funzione , e cosi ottenerne il valore nel caso 
di coi si tratta . 

Premesse queste idee sulla teoria del metodo, venia- 
mo a vederne la pratica. 

y* 

55. Essendo ~ la funzione in questione, se si farè 

ai avrà l’equazione 
la quale differenziata darà 
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Qt Vi o per ipotesi: danqvft 


donde 


Ar 

dr* 


Se il valore x xc dark ancora 
d^=:o, df^’so 

in tal caso si tornerà a differenziare 

AV 


• ^ 
cioè 


d^»r=o 


e si avrà 




che essendo per ipotesi dK’sro, diviene 


d F’cio 


donde 




d^V 


d'r* . 

Cosi continuando siamo sicuri per le premesse idee ad 
arrivare all’espressione 

d"‘ F ' ' 


y- 


d" F 
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io coi d” K, d” V rappresentano i primi di&renziali 
die con x=c non divengono = o . Illustriamo intanto 
con degli esempj i due metodi esposti." • 

56, Sia data la funzione 

£r ' 

9* 1 — x+lx 

trovarne il valore nel caso di x in coi diviene » . 

o 

Giusta il metodo (53) si metta nel numeratore e nel 
denominatore i+f ed avremo 


f(i+O = (»+0 ((.+/)* -1) = (a», 1®) 

*(*+0 ( ^(‘+ 0 + *•')=(**♦** ) 

♦ - » • » 

»*(*+ 0(*— 7 + *** +•••) 


.a 

9(*+0 = K‘+0“* = (**»**)“ •- +••• 

a 

epperò avremo 


9(I4-|) "■ 




i 

a 


+ •••) 


ovvero fatto isso 



i8 
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sia data* per iltastrazìoDe del secondo metodo la funsiOQe* 

y .r (i— «ì a:” + n ) 

Trr- — 


(i-«) 


la quale nel caso di 4r=si diviene —, Per averne in tale 
caso il valore vi applico il metodo ( 55 ) « ed avrò 

dr= (i — dx 

d/^'= — »(i — x)dar 
epperb 

y— - "a'{ar-i) “ 


risultato che dà ancora j s= — quando x=.x. 

Si torni a differenziare; e si avrà 

d* ^=B («■+«}•>?"'“* (jr(n+») — n — i)dx*' 

d^ y=idx* 

epperò - 

n(n4-t) ‘r'^~Wjc(n-4-i) — n — 

r= — = ^ 

risultato che quando x= i dà jsz — =f ” ~1' i L 


67. Passiamo al terzo argomento) cioè alla scoropo* 
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sizione di una frazione razionale nelle sue frazioni 

(ò ■ 

parziali che rappresentiamo in generale con 

é 

L'oggetto della ricerca ci d^ sol campo l'equazione 


r^-7+?+ ~ + — +“• 


Riducendo allo stesso denominatore e facendo per brevità 
Z7=z's"s'". . . , «7 'ssz£"z''\ . . . U‘‘:szzV , . . , ec. 


avremo 


fr _ Ur+uy-hU'y"+U”y + ec. 


donde 

^=Crj+E7>'+17'>"+Z7'V'" + «i 

Queste due equazioni ci portano alla ricognizione de' ter», 

mini delle frazioni parziali cercate» 

In effetto dalla seconda abbiamo eba i denominatori 
non sono che i diversi fattori' di cioc ie "dirersd ra^ 
dici dell’equazione/^ 'ss 0 . Queste radici sappiamo dalja 
teoria delle equazioni , 'che possono essere reali di primo 
o di secondo grado della forma x+a, x* + a® : e po- 
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tendo tanto nelPano quanto nell’altro caso esserveue eguali 
un certo numero n, avviene che un denominatore qua* 
lunque non pub essere che 





Biguardo a* numeratori y 


(0 


si ha dalia prima equazieniB 


. . -hT'". a'*'". . . 4- ec. 

y—TJiy> 

-T' =J'* a" e'". . . «f"* . . +• ec, 

z 

I 

eCo ec. 

cioè essendo il secondo membro sempre una funzione in* 
tera di x che notiamo con (x^ si ha in generale 





Questa equazione ci porta prontamente alla determina* 
zione di y^^^ : reggiamolo 

f. 

..® nel caso di »^*^c=(x+-a)" ; 

'•.* nel caso di +•«*)” 
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1.^ Sia il segno di ao certo numero di costanti, e sia 
supposta una qualunque delle fraiioni 





'J 

4.. 4 


x+’a 


Riduccn:lo all’istesso denominatore si avrà 
/ *\ 

A ^ 4 -^,^ (x-{-a)-i~J^ ( c4-o)’ ^ . • .Jn 
epperò Pequazioiie di cui si tratta trasformala nella 

/ I/’ \ 

- — ^ — -^1 — — . . . (x4-a)"“* J = £a? 


Or non essendo U divisibile pel corrispondente 5^*^, 
bisogna per essere il primo membro intero , che sia 



multiplo di z'‘*\ cioè the contenga un fattore =r a oiv 
de quando cr o sarà 


^ — A^ (x-lr-a) — • • • («►Ha)" * s o 


U 


(0 


)Ia le Af^ sono sempre le stesse qualunque sia il valore 
■di XI dunque per determinarle potrà assumersi il vaio- 
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t‘e :rs •-'d die risulta dalla' supposizione di 
il quale rendendo efiettiva quest’uUima 'equazione, e con 
essa tutte le sue diSìerenziali sino all'ordine /i — i, ci darà 
ih mano n equazioni diverse dre -potranno servire per 
quella determinazione ; cioè si avranno le n equazioni 
diverse 




Doude in generale 




a.3...(n — ^ 



a. Siano a somiglianza di sopra , 7?^ delie costanti 
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indipcodenti da ;r ; e sia supposlo 
(0 J, X 


a 


(x ^ a * ) 


+ 


^■2 +^a 


+^« ^ ■ 


_ a I ^4 

X T ^ 

Donde ridacendo all* istcsso denominatore si avrà • 


fpppib 

JO 


u 


J- - +^Ì ^)- C^a +^a +«’ )■ 


(0 


= fr 


(^n +^« x) (a: * +a * ; 


a 1 


Quindi ragionando in una maniera simile di sopra (i.® ) 
si avrà 


(«)•••— +a*)-. 


i/ 


CO 


• • =0 


epperò =o ancora tutte le sue differenziali sin» all’ordi- 

c 

ne n — t quando si fa s''^=o, cioè si fa i; 
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donde si avranno le rm eqoaiioni necessarie per la de* 
terminazione delle 2/1 costanti j4 ^ . 


V 

Dunque conchiudiamo ; una frizione razionale in 

CUI il denominatore contiene la x con una dimensione 
dippiù almeno che il numeratore, c sempre scomponibile 
col metodo sovra esposto io delle frazioni parziali dell# 
forma , 


— ovvero 


Illustriamo il tutto con un esempio. 

Sia proposta la soluzione in frazioni parziali della 
frazione 

■r-|-5 

(jr— 3) (jc— -f-5) 


Paragonandola colla generale avremo 


JS+ 5 , F' = (^—3) (x— 1)* (a;* + 3; 

epperò 

a=x-5, s*=(x-i)% s*'=(x^+3) 
Onde (<•**) si avrà 
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cs(j; -^3)30 a?ss3,nssi,C7sE;(4r— i) 

-'«=^i=£? = a=/ 

>■ 

2 's=(j:^i/ =50 dà x=sì^n=zt,U'=z (jr-3)(x’ + 3) = — -S 
i ' *' a ’ * dx 8 

> 

, * X — I 

» 

^"zsx^ 4-3=0 dà ±=± V — 3, /ISSI 

r/''=(x— 3)(x-if =4(3±V-3) 

-A, -B, i +B, V-3 = 0 
donde si aTrà 

Quiddi la firazione proposta 

j? 4^ 5 I ^ . . 1 

(xr-3) Or— 0^ +3) 8 (x -3) a (a: ~ i )* ^ 

■ 

6(j:-^i) +3) 

. ^ ... i *9- 
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* i * 

{'a +■ ^ (f''rt± s* f'"rt 4- • • •) “ f'<* ” >0 

‘ > * • • • • . 

• ^ 

— f'a4- “ (f"a± r f'”a >}-•••)= — f'a-i-n<o 
a 5 ' 

Ma considerando questa serie nella questione de*massimi 
e minimi si ha (58) i , . , 

±ra+-«<o in un massimo 
Ìf'a4-n>o in un minimo 
ciob ritenendo il solo caso die ci bisogna { si ha 
f'<i4-n<o in un massimo 

— f'a+-n>o in un minimo 

Dunque ravvicinando questo caso particolare della sèrie 

% 

al generale si cadrà sul risultato * 

f'a 4-/1 < e >o nel massimo 

— f'u 4-n e ’<o nel minimó 

cioà per essere f'a>/i, sì avrà qualunque sia n 

* m ' ' 

fa < e >o nel massimo 

— f'a > e <0 nel minimo . ,.t , 

risaltato sempre contradittorio epperò impossibile fìnchè 
sussiste fa , poiché qualunque sia f'x non pub essa per 
-uno stesso valore a dr ^:che avere un tolo valore, ep* ' * 
perii non pub essere nel tempo stesso > e < o, cioè po- 
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•i avrà^pcl calo del iDassioop 

• ^ .3 

± iV<i+ - V'a ± .... <0 

% M 9 O 

cioè dividendo per i 

i f'rt + ^ f"c ± - W + . . . <0 
* é * n 

e pel caso del ininigiq , , 

‘ 

±f'«+ ^ r"a + -->o 

Posto questo principio foqdutncntalc dell# teoria de'mas« 
simi e minimi veggiamo come esso ci pofrta a riggposcerli 
e derinirli. . 

5 i)^ A tale oggetto si consiJtri i.^.clie |ii una serie 
della forma 

- -3 - .. 

la part^ dipendente da t è uguale 4 zero quando i:=to: 

a.® clie incominciando a divenire i> o, q i^-sta parte in- 

comincerà a crescere con essere sempre n 'primi aumenti 

minora della parte indipendente : 3.® che crescendo essa 

* 

via via con cpntmuerè sioo.^d i|p suo ctrlo ralore a4 
esserne minore , dopo il .quale, yerri ad esserne maggio* 
te. Quip4,i avviene che nella serie de’valori di i crescenti 
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da zero, Esiste aempre i^o certo sao valore per ctù e per 
quelli QDcora più piccioli di esso, si abbia 

sitnilmeale essendo . . • . 


ne avviene ancora c]ie esiste sempre per i un certo suo 
valore per cui sia 

epperò n- • • • 

Nel modo stesso si trova che esiste sempre per i un certo 
valore per cui sia ‘ i’ 

„ ^'* 1 * + 1 .. . - 


e cesi di seguilo. Donde' si ptiò eonchiudore U seguente 
teorema generale ; * 

In pne serie ' “ 

. / > * 
si potrù dare sempre ad ì qo certo valere quanto un 
termine qualunque di essa sia maggiore ,4<-Ua sonili^ di 
tutti qpei che lo sieguino in iiiGmto, 

Applicbiafno ora questo leortma alla seri« . t . J 




<•. ' / ' 


Va + t V'a± - ~ + a . . 
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i, • ■! ' 1 . f- .„j.' I ;» *••<■ ^ ,• i,“ 

Veniamo 'finalmente all’ultiraa delle ricerche proposte: 

• r 1 w y , »• , . , \* I 

al metodo dico de* massimi e minimi . 


58. Qualunque sia una' equazione il suo oggetto è 
quello di sempre rappresentare la variabile incognita in 
funzione delle variabili indipendenti . Or se queste varia- 
bili indipendenti passano per tutti i gradi di grandezza , 
è chiaro che la variab.le dipendente varierà insieme con 
esse. Quindi mirando io generale la sene de'carabiamenti 

a- . ' w 

di questa variabile ^ si vedrà che il suo valore può sem- 
pre crescere o sempre decrescere : può dopo aver cre- 
sciuto^ diminuire i o dopo aver diminuito, crescere : può 
quindi ricominciire a crescere , o ritornare a diminuire : 
e così di seguito. Nella successione di questi valori non 
vi ha dubbio che potrà esservene alcuno che sìa piò gran- 
de o più picciolo di tutti gli altri, o più di uno ancora 
che abbiano questa qualitì : sifTatli valori sono divisati in 
analisi col nome di massimi e minimi . Quindi natural- 


mente si presenta la questione se una data funzione ha 
dei massimi e minimi valori . Il metodo che risponde 
a tale questione è detto de^ massimi e minimi ; Noi lo 
andiamo ad esporre, limitandoci per rispettare sempre i 
limiti del nostro lavoro, alle sole equazioni fra due -vàriabili. 

Una funzione binovariabile può essere 'data esplici-^ 
tamente o implicitamente : nel primo caso ò ri^ppresen- 
tata da / e nel secondo da so Noi cer- 
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carne le condizioni de’ massimi e minimi valori, noi in* 
cominciamo dal primo, perchè il più semplice, c' quéll» 
da cui si fa dipendere il secondo. * ' 

Mettiamo in forma la (]uestione : data l’eijaatione 


si tratta di scopri *e il valore di x che nella serie de’ va* 
lori di fx, cioè di j corrisponde al massimo o minimo. 

Sia supposto x=:(( il valore cercata di x; x=a — i 
quello che immediatamente lo precede, ed 
quello che immediatamente lo siegue (per < intendo una 
indeterminata la più vicina possibile a aero): sarà fa il 
massimo o minimo cercato; e f(d — <), i due 

valori contigui corrispondenti di fx. Or è cosa chiara 
per la condizione stessa della questione che f(aii) deb* 
bono essere entrambi minori di fa nel caso del massimo 
ed entrambi maggiori in quello del minimo ! Onde la 
prima . condisione acciò fa possa essere un m As «inn«> o 
minimo, si riduce alle, due inequazioni 


P®* mazsimo 

\ 

pel’caso del minimo 
«T?ero assendo i;.. , 

i* i* 

1 f(a±0 = ia±i('a+ - Va± ^ f«*a+ . . . 
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dizione f'«=o possa appartenere esclasivamente ad un 
niassinao, uop i è che sia f"a<o, e aJ no minimo che 
sidi *<i>o. ».« Essendo f"a=o le inequazioni del detto 
principio direngono pel ceso del massimo 

+ £"'«+ a + ...)<o 

e pel caso del minimo 

±f'"a+ j (f""fl±f'"/z + ...)>o 

K<gionando sopra di esse in una maniera simile al nu- 
mero precedente si arriverà a conchiudere che il trovato 
valore di x = a non dovrà corrispondere ad un massimo 
o minimo finché sussiste ; epperò se oltre dell’equa- 
zione f'a = o si avrà ancora f«a=:o, il valore a potrà 
appartenere ad un massimo, o minimo sol quando sarà 
ancora f"'a =; o . 

Dcll’istessa maniera disopra si troverà che essendo 
fflso, r*a=o. 

H valore o di x potrà date esclusivamente un massimo 
quando sara f'"'u <e; esclusivamente un minimo quando 
sarà f'"'o>o; ma nè un massimo nè un minimo quando 

sarà l""*i=so senza essere f azso. 

Guai conuuuaado si arriverà a conchiudere i* generalo 

ao 
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<Ue^n-Tak)re <» di ar non potrà coirUpoodero esclusiva- 
Olente ad un niassirao aetua che aodiisfaccia alle reUnonì 


2 n*>"i i-a n ' 

ra=o, f fl=o, f a<o 

ed esclusivamente ad uu minimo sema che soddisfaccia alle 

• . • . ^ » 

2n— I r*'* 

f'o=o, f"osso,...f OSSO, f a >0 

Per n s’ intende un numero intero. 

(ia. Traduccndo il \uUo ùc’sègni diflEeremiali , c so- 
stituendo ad fl c frt i segni x ed / che le rappresea- 
nano in generale si avrà pel caso del massimo 

djr=o, dV=o. d"'"’V=o, d".><o V 

'e per quello del minimo 

■* / . • a 

a ,7/1—1 ,7n . 

.. . vd/sso. d jsro, d J = o. d J>o 

t • 

Quindi conchiudiamo la seguente regola per la delerrai- 
nàiioric dé’massimi e minimi . 

Si assumi Petjaazionè dj-sro, e - se ne tiri il va- 
fii>Fe.di xs/^a,.Se questo valore renderà s=o-t dif- 


ferenziali ulteriori sino ad un ordine impari a J 
incldsivamente^ allora il valore che ne risulterà pet'jT 
potrà essere un massimo o un minimo secondo che il 

' dijferenziale deW ordine immediatamente su- 
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perìore sarà <, o >o: ed jr non sarà nà massimo 
nè minimo se x ssa non-darà esto-l di/^remiaéi ultt^ 

riori che sino ad un ardine pari d^'jr inclusivamente, 
63 . Questa regola suppone che il valore di x=a non 
pub dare =o i diOPerenziali di cui si tratta che smo ad 
un certo ordine impari • pari . Quindi potrebbe dirsi : 
non pub avvenire i.** che li dasse io infinito ss u? nò: 
si do^rà sempre arrivare ad uno che risulti <, o>o; 
poiché altrimenti sì avrebbe 


f {a i/) = f fl it • o 4 - 


’ o • • • — — . O "I* 
1 . 2 . . n 


cioè 

f(«±/)srfrt . 

assurdo manifesto qualunque sia fa . 

2.0 di darne alcuno = co ? e quale in questo caso ae 
sarebbe la conchiusione? niuna ; poiché un risultato = oo 
(^, 5 *) niente conchiude. Questo è il caso di talune 
funzioni per le quali il calcolo dificrenziale riesce infrut* 
tuoso ; ed in cui per rilevare il massimo o mìnimo in 
qucj>l:one uopo è riportarci alla risorsa notata ( 9, 6 J . 

64. In un altro caso bisogna ancora rapportarci a 
questa risorsa ; fucilo cui ii valore, a di x reb> 

de = on tutti i differenziali della tunziidne'^ come si b 
• osservato ( 9 , 5 *‘i 12,»®), e per cui il calcolo diflfe* 
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rencitle risulta del pari infruttuoso* In questo caso la 
iupposixione di dovrà guidarci ad un risultato 

che ci dimostri l’assurdità di una tale ipotesi, dovendo 
essere per esso dj^ oo . 

Determinate le condizioni de’massimi e minimi per le 
funzioni esplicite, venghiamo alla ricerca di quelle per 
le funzioni implicite . 

65 . La questione de* massimi e minimi che dipende 
dall’analisi di una funzione implicita (a:,^')=:o può 

presentarsi sotto due punti di vista: i.<* può proporci 
la determinazione delle condizioni sotto cui la funzione/* 
data implicitamente nell’equazione (x,/*)s=o diviene 

massima o minima; la determiuazione di quelle sotto 
cui una data funzione f(x,/') fra le medesime variabi- 
li diviene tale. Veruna dilUcoltà s’incontra nel pri- 
mo ; poiché esso non proponendo che la ricerca delle 
condizioni di massimo o minimo per una funzione/' di x, 
non ci presenta che la medesima questione già risolu- 
ta (57. ..63): e tutta la dilTerenxa non si riduce che al- 
l’analisi di dedurre dall’equazione proposta le equazioni 
differenziali ehe somministrano i coedìcienti differenzia- 
li per assoggettarli alle condixistri (61) determinanti 
il massimo o il minimo. Non è cosi nel secondo: esso do- 
• manda delle considerazioni particolari. Andiamo ad esporle^ 
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66. Due casi si possono dare iu siffatta ricerca : quella 

» 

in cui la relazione (o:,^) c=o è supposta conosciuta , 

data ; e quello in cui è supposta incognita , indeterminata . 

i.<* Sia f(x,^) la funzione die dee essere un mas* 
sirao o minimp . Essendo data dalle condizioni della que- 
stione l’equazione 9^ (jc,j^)c=a, sarà nell’atto stesso co- 
nosciuta la relazione ^ 9 j: die essa rappresenta: ep- 

pcrò la funzione potrà mettersi sotto la forma 

f(x, 9x) = Fjc 

e le condizioni sotto cui essa diviene massima o minima 
non dovranno essere che quelle sotto le quali vi diviene 
Fx. Mi queste condizioni sono (61) 

dFx=o, d* Fxsso, . , . d ’F x=o,.,. 

d*"Fx<o pel massimo o d*"Fx>o pel minimo 

Dunque le condieioni sotto cui f(x,^) diviene un mas- 
simo 0 un minimo sono rappresentate dalie formole 

d*f(.r,7)=o, ... d*'* *f(x,y)=o 

d *”f(x, j) <, o >0 

e i valori di x^y che vi corrispondono sono quelli che 
risultano dalle equazioni j^r=9r cioè 

(• 5 CiJ')s=o c df(x,/)tro 

a.o Essendo supposta incognita 9^ (x,/);=o, lo sarà 
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aocora epperò 1* oggetto di questo caso della 

'questione si riduce a trovare fra le possibili relationi di x 
ed y quella che sostituita in f(x, j*) la rende un mas> 
simo o un minimo ; cioè a determinare la relazione^ =r i^x 
sotto la condizione che f{x,y) risulti un massimo o mi> 
nimo . La natura dunque della presente ricerca porta a 
rgunrdarc =: OJT come indeterminata, e perciò a po- 
terla tratt^are come variabile. EICco perciò come la sua 
• soluzione dipende dal principio rondamenlale (4>) del 
calcolo delle variazioni . Veggiaino ora come dietro a que- 
sto principio il metodo di risolverla si riporta a quello 
ordinario de’ massimi e minimi. 

La funzione che deve essere massima o minima può 
e non può contcn'ere de’ coefficienti didercnziali . La fi- 
gura algèbrica che la rappresenta nel primo caso ‘si è 

e quella nel secondo si h f(x,*'y). Unico c solo c il pro- 
cesso aftalitico con cui si inttncggia si nell’ imo che nel- 
i’dllro caso I4 fuiiziooe proposta, il primo die ne è il 
più composto altra differenza non presentando sopra il 
secon*do che una maggiore complicazione nello svilùpp') 
e maneggio delle formole , Quindi per' non estenderci 
molto ci limiteremo soltanto assecondo c^rae il più sem- 
plice e. pronto. 
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Do’uliro caso si potrebbe inconlrarf^ pelle, solqzion^ 
di sKTatte questioni } quello in cui la funzione proposta 

* 1 ' ' I '■ ■ ■ " * ' i 

compiette de’segrii integrali : ma questo' appartiene al ra- 
mo inverso dell’analisi di cui ci' occupiamo j- e perciò 
non entra nelle attuali nostre ricerche *- ' > =•' 

67. Se nella relazione r = ax si farà variare x di +t 

^ \ ’■ ... ' -» t 

nel tempo che rimane costante, è chiaro che la rela- 

J 

zione varietà essa stessa e diverrà ' { 

V, (v=s'.r+ f- • • •) 


Onde la funzione proposta f(jc*,^) diverrà f(x,<jx±/l;): 
rpperò au^ponendo i la più vicina possibile a zero, le 

\ • » i . • 

funzioni 

0 -; .. . -, 

rappresenteranno gli stali di f(x,_^), cioè di f(x ^x) 
* I ^ ‘ * . 

immediatamente prima e dopo di zero . Donde ( 58 ) la 

condizione 

. y 

^ , f (Xj 9xi/ v),<f(j?^^) pel caso del massimo . ,, 


f(x, <;>x+{ v) >f(o:, 9x) pel caso del nainimo ' > .. 
ovvero : z - - •> 

,f(x, i^x+i'w) — f(x, <?x) <0 pd massimo 
. . f (x, ?xie v) — f (x, ?x) > 0 pel minimo 



éfoè riflaUebdo che 

f(4T, ^x±iv) s f(j:, 7 ±*) 

(k ^ uDMadeterminata sr/v) 
e sviluppando (ap) avEcmo pel massimo 

f(x,jr±k) -t{x,jr)zs:+k!'j (x,y)+ “ f"^ (j^,r)± *••<<> 
pel minimo 

A* 

f(ar, j+Ar) — f(jf,/) =±* {x,y)+ - f'j, (x,^)± . . . >o 

ovvero 

jt 

i f' («ap»^) + *“ f**y (■*»/) i • • • <0 pel massimo 

i ~ i * • • > o pel minimo 

inequazioni condizionali che formano il principio fonda* 

mentale (58) del metodo generalo de’massimi e minimi. 

Quindi tenendo sopra di esse il medesimo raziocinio del 

num. cilatOy dovrà arrivarsi alle medesime concbiusiooi ^ 

e ad aversi perciò l’eqaaziope 

Mi / \ d f ''jr, r) 

ovvero — g— li -© 

per la^oondizione sotto cui la data funzione f(ar,^) di* 
viene un massimo o minimo ; cioè per la relazione no« 
eessaria tra ;r ed j* onde avviene siSatto massimo o mi- 
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t>ÌDie;'cioè a dire per la cercata relazione incognita • 

9, (^>r) = o » s= 9-*? 

relazione che corrisponderà esclusivamente af caso dèi 
massimo se darà f'* (•^t J*) ^ qudio del minimo 

se darà f"^ (x,jr) > o . 

Senza arrestarci di vantaggio sopra di qnesto melo* 
dò, diamo solo a riflettere che nella ricerca del massimo 
o minimo di cui si tratta ci si possono presentare sul* 

le f^(Xyjr) i medesimi casi considerati (Goesegu.), e 

perciò che bisogna attenerci alle medesime conchinsioni • 
Si venga ora ad esemplificare le diverse parti deli^espo* 
sto metodo 

pel caso (58... 6s) ^ 

Sia proposfa la funziono jrszx* sarà ; ; 

ìjr^ i. Ix . 

X 

g 

dv lnH 

* (i-lx)=0 • 

^ C-jJ) (=4s^ = 

1—4^ 

SS— ar * (or+ajLr (i— ;Ur)) 

1 * , 

»» 5 
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DalU primff li h#^'l4rssi| cl»« ioitituilormolU i««ot)4« 
ei dà 


±-L = -x~ 
dx“" ■ ■ ■ 


<0 


♦ '1 


Donde si concìiiude cbè la funzione proposta tacca il suo 
massimo quando i or c; i ; cioè detta 'e la base del siste* 


r * «» % 


ma neperiano, quando j: s e ; cioè e è il massimo va* 

r , . ' I . 

1 

loro dèlia- ftnuione x* , ■ • • 

ji.« ppl.c^o (€3) ; . 

Sia proposta la funzione 


: 'fi 


' • 3 


sarà 


.1) . .u; '»'jfrsa4- («— JP)^ ' ^ • 




llr _ 


t 


5 • 


dir* 4V(*-^rJ .. • 
La prima dà xsi* epperò la seconda I 


d * r 3 


_ X. — . 

dx* 


Onde per distinguere il massimo dal minimo ricorrendo 
■ I alia risorsa richiamata nel numero citato,“si/farà i it'z • 


e si avrà 
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risoltato cT)<* non soddisfacendo alla condlxione (58) dei 
nnssiiui e raltiitni ci fa Contirurt rn icbe il trovato va- 
lute .r = I non corr sponde ne a mussimo nò a oiinitno 
p-r la funzione prupssU- -- r- •; — r.. ^ 

8.“ pel et so (64),. . . c 

Sia proposta la funzione - 

j=a + (j:— i)* ' * • * • ; 

sarà • > » ' i . . . 





donde risulta a s o ; risultato assurdo, e perciò che prova 

la falsità dell* equazione =: o da noi supposta , t 

ci addila a richiamare la funzione' proposta sulle vedute 
del oum. citato . Quindi si faccia 



3(x-i)® 


• si avrà . . . • .v 

/ . . . i . . 

5(.r— i)^ = 0 , cioè jTsri 

Dippiù si faccia aelU fuóttioBc proposta e ne 

avremo ’ > . - 
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t 7 

^=«+(jc— i)^ ssa+i^ 

i. i. 3 

j^=a+(ar— i)^ =a+(-i)^ ssa+Vi* 


rliultato cbs dimostra essere x =: i il valore che dà per y 
ua minimo, cioè che dà ^ s a pel minimo valore di jr» 
4 .” pel caso (65, i* ) 

Sia proposta la funaione 

I 

Zs3x(a* +6* — X*) ^ sen^— a isso 

sarà 

I 

* d5c„j,Zss.r(a*+d*— -a:*)* dsenj 


Onde 


d^Zssdxsenj^ ^ 


V (a* +i* — JC^)J 


— x*)*dsen^ 

+ dxsen^r£l±^l^ZÌ£l^\ 


= 0 


epperò 



ien (g* +0^ — ajT*) 
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)a6*x 

ovvero sostltaebdo U talore di sen y preso dalla pr<M 


posta 


ppperò 


tf i(a* -J- 6* — a** 5 
ar»(a> +**-«*)* 


C^) 

dx 


d * sen 
dx* 


^ahia'^ -\-ì^ y , i i l» i\ / a 

^ --r — - TTC^'* ) 

- -k-b^ ^ 

--■|x*(a' +6 *-ax*) 


Quindi si faccia Ì5££Z — o, e si avrà 
dx * 


. — ^ +^‘ 


, h 

valore che sostituito ia ££!L^ darà 

dx* 




4 

a’ +6’ 


Li^>, 

dx* 
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^però dim(At)rerà die il troveto talare di x eorrispond» 
esclusivamente ad un minimo ; cioè il valore di sen ^ 
scende al suo minimo quando _ ' 


Yv 1 


• ' t * di' ^ 

5 .** Pel caso (f)6) • \ ‘ 

S ••« proposta la funilone Z =:x^ :“e tra le varialili x ei 

la relazione ax + a^rsa • 

si avrà , ^ ... ' t ' • 


a—ax „ nr— aT 

Y SS I ^ 

y a ' a 


epperb fallo 


d Z a~t\x 

d.r “ a ' 


, o, 

si otterrà drs= 7-, e perciò yzs —x 

4 . 4 

t a lori che per essere 


d^Z ' . , ■ 

= — a t cioè < o 

dx* 


dimostrano che con essi la funzione Z perviene al suo 

<z * 

massimo; che vai quanto dire danno ~ pel massimo 
valore della funzione proposta Z xy* 
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6.* Pel caso (67) 

Sia proposta la funtione jc/ 

e si avrà 



donde ~ ; epperò la relatiooe sotto coi la funzione 

proposta Z tocca il suo minimo valore si è 

=0 

cioè a dire tra tutte le possibili relazioni di Jr ed jr I« 
— xr:o è quella che dà alla funzione proposta il mi- 

nimo valore Z = — ~~ — . 

4 

Esposto con tutta la possibile estensione il metodo dei 
massimi e minimi ; e terminati con esso gli usi analitici 
proposti per soggetto di questa lezione , passiamo agli 
usi aritmetici formante quello della seguente. 
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SESTA LEZIONE. 


Usi aritmetici della differenziazione» 

X^a valutasione delle serie e la loro interpolazione sono 
ì due argomenti di cui parleremo in questa lezione ; ar- 
gomenti fecondi di utilità nelle matematiche pratiche, ore 
ordinariamente si opera per approssimazione e si chia- 
inano in soccorso le serie. Incominciamo dal primo. 

68. La valutazione delle funzioni se se ne eccettuano 
le intere razionali , non pub eOettuarsi che per strie in- 
finite: e tutta farle non si riduce che a rendere la se- 
rie in questione la pib convergente, a metterne a caN 
colo un certo numero de*prinii termini onde averne ua 
valore approssimalo, ed a conoscerne infine Terrore com- 
messo nel resto trascurato . Tuttoché una serie sia molto 
convergente riesce di somma importanza in molte ricer- 
che la conoscenza di questo errore, la di cui mancanza 
dice Lagrange fa che quasi tutti i melodi di approssima- 
zione seguiti fiu oggi nella geometria e nella meccanica 

az 
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siaao ImperfeUÌssimì , e sovcnto pericolosi . Noi dunque 
ci diamo a conoscere ed applicheremo un bel teorema co 
quale se ne determinano i limiti , si pub in molti casi 
supplire al difetto de* melodi proprj per riconoscerlo e 
tenerne conto, e si dà una tal forma finita alle serie in- 
finite, prr cui i ragionamenti sulle loro totalità riescono 
vigorosi ed esalti . 

La forinola lagraogiaoa presenta io generale Io svi- 
luppo in sèrie di una funtiona qualunque . Onde pub 
essa riguardarsi come la frase generale di tutte le serie 
che un qualunque problema potià esibirci per la valuta- 
zione delle funzioni . li tutto dunque della presente que- 
stione consiste nel valutare la parte io infinito di questa 
forroola al di là di un certo termine nsimo . Si richia- 
mi a tale oggetto sidàlta formola , e continuata al di là 
di questo termine , se ne dica R la divisata parte : on- 
de si avrà 


1 . 2. .R 




r f X 
R + » 


+ 


l I 


-m 


X 




"f* • • • — 5) 


Or si osserva a colpo di occhio che l’andamento della 
sene B è tutto simile a quello delia serie 


f”x*+Af” *x-|-**« — ^ -1- • • « = f 

1 . 2 . . . /R ' \ f J 

dalia quale non differisce che ne’ soli coefficienti nume- 
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rici. Quindi si presenta nataralmenté Vìdea dì valutare 
Vana per l’altra, cercando per l’indeterminata A:' quel 
Valore ob pnprio a far prendere a siffatti coefficienti dei 
valori tali che rendano 

Il metodo per eseguire la rictrea di tu e che si presenta 
da se constate nel determinare k spilo la condizione 
deli’ equazione 

f"(x-l-A)=ri? 
cioè di risolvere per k l’equazione 




i .2 ,n 


.rti >{-l .m f n4-m 

— . ‘ * ^ 4 - 

~ n+i 

Questa equazione per essere indefinita non può risolversi 
direttamente, nè completamente.' Quindi per dedurne e 
riconoscere il valore in questione <t> di A: bisogna tenerci 
a de’modi indiretti ed approssimati . 

Fissando il guardo a* termini generali corrispondenti 
del primo e del secondo membro dell’equazione osser- 
veremo che supporto A'=i, ciascun termine del primo 
riesce maggiore del suo corrispondente del secondo mem- 

bro ; e viceversa supposto A:= — «piò picciolo si- 
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no a zero. Quindi appare che ciascun termine del se- 
condo membro si trova sempre fra quei che il suo cor- 
rispondente del primo membro prende con A* e con 

As=r'(/'= - o più picciolo sino a zero) : epperò che 

r insieme di quelli {=zB — x) si trova sempre fra gli 

insiemi rispettivi di questi < 

Onde essendo S' due quantità positive si avranno le 
diOerenze tra quello e questi insiemi con segno contra- 
rio e rappresentate da 

5-_f"ar-(f"(x+i)— f"x)= ±5 

Sonde 

f"(x+i)=+S 
5-f"(x+t') = + d‘ 

La differenza ^S' corrispondente a scorrendo per 

tutti i valori corrispondenti di A>/' diverrà ±ò quan- 
do As=r, cioè sarà cangiata di segno e perciò passata 
per zero. Onde fra i valori i’ ed i di A ve ne sarà uno 
in cui avviene un tal passaggio : detto a' questo valore 
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di A:, si avrìk 

B — Oi che dà 

essendo a>'> V e </; cioè 
t* ed i sono i limiti di a' 

f”(x+/) e f”(ar+i') quelli di i5 sr f ” (.r-1-4') 
Quindi IO la parte cercata R sarà 

* ) 

I . a . . /I ' ^ 

di cui i limiti saranno 


.n 


. n 


A • ^ ^ 


ri—n 


2 .** La formola lagranglana citata acquista in generale 

V 

la forma finita 

.n — i ,n 

f(.r+0=fjcH —, — I 

ovvero sotto l’espressione di Maclaurin, supponendo per 

semplicità f”(x=o)=sf”, e riflettendo (g, 8." ) che il 
limile i di o si mula io x, si avi'à 

frs= f f'+ • • 


jc I X gn 

t H f & 

1 . 2 . .n 


1 . a . . (n — I j 

Diamone un* applicazione nella rettificazione aritmetica 
del cerchio « 
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6g. Sia /siArctan j:=fjr: sarà (i6, a® ) 

« 

= f'x = = cos ^jr 

cpperò differeniinndo replicalamente sarà 
l”x=s — cos’jscn 2 j, f'"x= — acob^/cos3^ 


('‘•‘x = a . S sen 4 / , f xszn . 3 . 4 cos cos 5 / 
ed in generale 

( X sen ny se n è pari 

f” *=±a.3..(«— Ocos'*,^ \ 

( X cos ny se /i è impari 

II segno supcriore è pe' termini della formola di coppia 
impari , e i’ inferiore di coppia pari . 

Si riilella ora che le f” sono 


per n pari=o, e per n impari sr+a.3, . , (n — i) 

Onde sostituendo à chiaro che la formola non riterrà che 
i soli termini con esponenti impari , e perciò si avrà 


^=Arc tan 


x^ .x^^ ‘ 

, ssjr . + -V • • ± 

o 5 ar — 1 


+ 


X 


7r 


f ar- 


i.a. ..ar 

Prendendo fra i limiti inferiori i* di ® lo aero perchò 
portante a più semplici risultati , il valore di ® sarà tra 
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o ed X, epperb quello di ( a> iv% ( o e f x; >o?vero 
per essere 

%p 

f 0=0 e f x= + a,3.,.(ar — i) cos*'/.8en ar^ 

sarà il valore di f o) Ira 

o e i a • 5 . . . (ar— i)cos sen a 

Ma dalla teoria delle furtzioni circolari si sa che un pro« 
dotto di seni e coseni, qualunque sia l’arco, è sempre 

in quantità <i. Dunque il valore di sarà inter» 

posto tra 

o e ±a .3. . .(ar— i) 
vale a dire il resto cercato 

n_ 

li = f a> 

1 . a . . ar 

potrà essere tra 

o ed , ovvero tra o ed — 

ar ar 

■ - ^ar 

cioè , saranno i limiti del valore di R , 

ar a/’ • 

epperò ' ' , 


X 

1 


1 



%<c - ^ 

O 


ar — 1 


ar 

1 

1 

«I* • ■ • **h 


j. 

ar*»- 


ar — 1 

T 

ar 
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quelli del valore di Are tan x • 

Applichiamo ora tultoctò ali*oggeKo proposto . 

* . > • . j I. 

Sia u s=Arc tao -x » z:=kic tan — : si avra dalia leo- 

9 % 


ria angolare 

tan (a+s) = 

Onde chiamando n* 


tan M+ tao 2 , P 

= I = tan — 

1 — tau u lìiu z a 

la semiciiconferenza si avrà 


ir sray =4 (“^“0, 

e perciò il tutto della ricerca proposta si riduce a defi- 
nire colle formolo preparate gli archi u^z. 

Limitando l’approssimazione a’diecimilionesimi ^ e cal- 
colando la formola sino al sesto termine pel caso di U| 
e sino al nono per quello di z ^ si avranno 


limiti di M= 

1 

I 

. -t. 

1 

1 

+ ’ 

3 

5 . 3 ^ 


5 . 5 ^ 


la. 3 *’ 

limiti di z= 

1 

1 

+ 

1 

... 1 * 

+ * 

a 

S.a^ 

5 .a 5 

i 7 .a '7 

^ ‘8 

id. a 


cioè eseguito il calcolo numerico 

Ì o, Sa 17506 

0, Sa 17604 

f o, 4656480 
limiti di z s < 

( o, 4656476 
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«pperb 


CO. 

limiti di U4-2 ts ^ 


limiti :4Ìi f :;:4 rH 2 ss 


X> 7 *X 

» • < 

O, 285398S f 

r 

7853^0 

3 , i 4 >M 4 


' 3 , 1415920 


Onde T s= 3 » 141.592 con aa errore <0,0000024 

i . ': ■ i .M , > !t r . ■> J 

Passiamo al sccoado argomeuto, alPinterpolaziont, 

i.'i» ^ * I ^ • *’ . r , , \ 

L* inlcrpolazioné considerata in generale non è che 
quèlPóperàzioné 'cólta qu^te fr^ i termiiai contigui di dna 


serie data si -interpone un certo numero di' altri termini 
soggetto alla medesima, legge , La Jegge .dello serie data 
pub essere conoscinta o .incognita . Quest' ultimo è il caso 
che .ordinariamente presenta la pratica, a cui priocipaU 

mente mira la interpolazione, ed in cui per l’ordinario 

• • * * l 

si tratta di determinare i valori inlermcdj fra certe qnan* 

tità dato sollaoló per osservazione . Le formolo che ri* 

8otVooo-'si6«tta"questione variano a seconda- che è diversa 

Li •erte. proposta . I^oi ci rOstringiamo al calcolò, ed allò- 

applicazioni dì una che ha -per oggetto le serie algebru 

chq o a.diflferenze convergenti. 

*r.' I- rr , • _ , - ' .. 

Mettiamo in forma algebrica la questione. 

‘. ti .il' . ^ ~1 X w 

70, Sia supposta V ovvero e délli‘( 43 ) 

21, 3 i, 4 <t ec. gli ^aumenti conaecuìrvi ;di ar, saranno 


23 
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i Talori che acquista conseculÌTamenle con essi : -m 
ananiera che si avranno le due serie 

f^x'* ^ r+;i » ^x4-3i ’ 

j?, jc+i, * ’4p-f 4* » *®« 

delle qaali la prima va legata termine per termine cor> 
rispondente colia seconda, che suol ' dirsi ' ser/e 

"Or fra i ternOinl contigui ; come fra 

' . . : ‘ / • .. evf .c 

i termini ec, , h chiaro che può esi- 

stere' una infinità di altri tormioi soggetti alla medesìmn 
legge, cioà della forma legati agli india conispon* 

àenli‘a?’-j-t'; i' essendo <r . t-à invenzione' di questa inC- 
nità di t'crtnini supponendo conosciuti soUantd ’i valori 


particolari delle funzioni 


■>! 


.. I ' 




•'> , 1 .: ' .u 


X+~ 2 l * 


CC. 


d ciò che forma l’oggetto ordinario dellhaterpolazione^ DeU 
todnuqae^ an certo aumento di x minore di i‘,- sivavrà 

^ '• ■“•••• M- 


per uno de* termini che si tratta di assegnare dipenden- 

^ . !.. j; w 

temente dalla soia conoscenza delle funzioni 

V • •• I " . ^ ^ x+^if » ‘ ' 
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cioè dipendentemente da quella delie diffellMzt ''' ' 
aV,.---aV^, ec. 

le quali (45) saranno iSempre conosciute , essendolo le 

r; : . Hj 

dette funzioni. Or : 

»• 

■ •■■■ ", 

fpi>etò , ^ 

dunque determinando F ^ nell’atto stesso de« 

terminato :..e perciò la questione di cui ai tratU 

si riduce ad assegnare la diOerenxa A'/^ in funzione dei» 

le diQèrense A^,A^^t.ec. : qui ben si >- vede che 
A' è la difTcrenza prima della funzione primitiva 
rapporto airanmento A: di cioè la differenza prima 
della serie interpolata. 

* t'*-» ^ ' i .. \ 

Per effettuare siffatta ricerca si richiami (4(>) la formolo 

A® r=Cedr__,x" 

t . ...... 

ovvero fifUtletida «he AF^HW^ ^ 

Donde pel ctuo di n s t si La - , * - 


epperè 


i+Ars=e'T-^ 


Digitized by Google 



07 ^ 

Pa qoetft : foninola si Uà 

i . .. ■ . ^ 

(i+Ar)‘ =a*^'-^ , 

oppèrU 

» 

.1* 


. l. 




Ma 




' ';. -■ 


Punqué ■ 

.;.. > 4' r=(T(.+AO* — ) , „ - 

espreuk>ae>^eU* ennesima diffecenza della seri« interpol 
^fe^ 'Ia quale comprende il caso 


A 


A*/^=(i-AF)* — * • ' 

che risolve la questione proposta. 

Infatti sviluppando il secondo inèmlvo col riguardo 
di trasportare a A già ésponenti di A^, si avrà ' 

' A T= i AF-^ ÌSf^'~ à A* ^ 


3. OS 


-f.., A(A— t) . 

^ W 9 • ^ ' 
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eppeib un termine qualunque della serio iulerìpolara 


Sf 


La sola ispezione di questa formola Lasla a convincerci 
che essa non può usarsi che sol quando una delle dif- 
ferenze- a" risulti =o , ovvero quando ne va dimi- 
nuendo il valore ; cioè può usarsi per le serie algeÒrr- 

^ 1 

che o per quelle a differenze convergenti « poiché nel 
primo caso soltanto si ha il valore del termine interpo- 
lato esattamente ) e nel secondo ^ approssimata- 

mente. Diamo per ciascun caso un'applicazione. 

71 . 1 ** Sia proposta 1* ioterpolaiiione di n — 1 termini 
fra quelli contigui della serie algebrica s. y . 


. S , 4 t 9 > y 4^ * 


legata termine per termine agli indici 

*» *1 4» ®»'7» 

• - t 

Riportando questo caso al num. 70 si trova i=i. Quindi 
essendo 

^ x-i-i = 4 f ^4-»i ~ 9 

eppcrò (45) 

Ar=3y aV=» - 

• . - . • f 


t 
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6>tà (num. cit.) ' . 

Valore di un termine qualunque delU serie interpolata 
corrispondente all’ indice i +Ar distante k dal primo x= i. 
Or essendo per condizione w— l U numero de’ ter* 

,1 t , 

mini da interpolarsi , chiamato V l’aumeato costante de- 
gli indici interpolati, sarà ri i‘ = 1 , epperò i'= — « 
Quindi fatto in V consecutivamente 



si avrà il progresso della serie interpolata sotto la forma 


«1 


"-py, iny), (=r )’ • • • C^)‘. 


ec. 


Se per esempio sarà n=;9, ari^arao j e la seria 

interpolata sarà 




ec. 


ovvero 

‘ » 4 ’ ^ » 4 » 9 » 4 » 

« 

Sia proposto di assegnare il logaritmo di nn nu- 
mero che non ai trova fra quelli delle tavole per esem- 
pio di Gardiner. 
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Sia 3 , il numero proposto, il quale è fra 

i numeri 3 , e 5 , i 5 . Si considerino i numeri conse- 
cutivi deile tavole quali termiui delli serie degli indici 
X, x-j-/, x+ai, ec. 

cd i logaritmi corrispondenti per quelli della serie pri- 
mordiale 

^ X’i-i > * ^x+- 3t * 

onde avremo 

indici** o, i4*** i^****o, i( 3 *** *o,i^«*** cc* 

serie primord...o,49%'i9S; o,4983io6; 0,4996371; OjSoioSgo; ec> 
Eppcrò (70) 

x=:3, i4; /=:o,oi; A:=o, ooiB^iGS 

^x = ® I 4S)%296 ; =0» 4935106 

^x4-2i =°* 499^371 ; =0, SoioS^S 

ec* ec* 

e quindi ( 45 ) 

e 

A ^ 0, ooiSdio; A ^:=: — 0,0000045 

3 4 

A ^cso, ooooooa; ùr F" s o , 0000000 

Onde sostituendo (num. cit. ) avremo 

^x-'r-A = o«497'499 

cioè avremo log 3 , 14*59265 =0, 497*499 
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SETTIMA LEZIONE. 

• • • ‘ . < • . . • . . f * . • T . 

Usi geometrici deila dij^rentìa^pne , 

T 

y». Il paragone fca le tre dimensioai delTestensiooe, sog« 

getto della geometria • non puj!> essere. che bino o temo. 

Quindi se si chiameranno jr^ « siEatle dimensioni , 

saranno , . ■ , 

o» f(jp,/,8)=50 

. ■ II' / ■ . • I I ■ • ■ ..... 

• , I , 

le figure algebriche che rappresenteranno un di loro qua- 
lunqne siasi paragone. .. . . 

Un problema in geometria non pub avere per oggetto 
che .on’ qualche caso, di- questo > paragone.. Ondf tutte le 
ricerche geometriche dipendenti da;due sole dimensioni, 
cioh la teoria delle ^ure piane, che h quanto dire delle 
curve a semplice curvatura , si rapporta all* analisi del* 
Tequazione f(x,/’)=o : e tutte quelle, dipendenti da latte 
le tre, cioè la teoria delle figure solide, o per meglio 
dire delle cerve a doppia curvatura e delle superficie, 
curve, si riferisce a quella delTequasiene 



Xi8*K 

Noi ci fisseremo io questa lesione all* analisi geometrica 
soltanto della prima , onde restringerci nel c«*rto periodo 
dell* anno scolastico : e forse parleremo in altro luogo 
della seconda . 

Le ricerche sulle ctìrve che noi andiamo ad esegnire 
non saranno che .le sole dipendenti, dal calcolo diretto , 
essendo quello su di cui dobbiamo esclusivamente trai» 
tare in* questo volume* ' ' 

La soluzione di un problema può supporre lc?,e(jua» 
nioni da eri ^ipendei o'eesianti' d ^ariaWly v<i65 (4t) 
♦pub d^endere ' dal calcolo :ordinario ' o' delle variaziotiU 
fPer ▼eoire ah latti gli oggetti del nostro assunto, noi 
cercheremo in primo luogo le proprietà delle curvo die 
si rapportano al primo ; e quindi' non mancheremo di 
dafno ‘ a- conoscere il secondo. Uelle cose gcooietridie'. • 
L* equazione f(jc,j‘)s:è di cui si tratta non rappre» 
'seiftà''iu Bcatansa dte<la relactdne /'asrje. àasumeodola 
<Éotto questo- aspetta,* riflcUiartpo- che 'la teoria delle sue 
* proprietà* geOvnetrklie’ non ’pob averé ehe due oggetti : 
1» proprietà 'di una curva relativamente 'ad alti'e curve, 
‘tioè‘ il piragone -delle curve; *c lo loro proprietii coosi- 
idetóie hidividttalmeBte ,ed isolaUmenlc*.*-, ‘ ~ i 
Vlncominciamo dalla considerazione del primo. ' 

3. 73 . Sia yesCrd'equazione delle -cerva EF, ed^'ss^r* 

. quelli di una » pA 
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maggior sempllcitti alU medednis 'cb<iriiaa(«XMt|ogbiitfW: 
ed origine delle ascisse . Due soU fasi possono darsi jso« 
pra di esse : possono inconli-arsi in qualclaa pnnto 
oppure setiK.i iucontrarsi l'una pub passare al di sopoa 
al di soUo .deU’aUra . Quest* ultimo caso niente dì mar- 
cato presenta al propoUo paragone, pojcbb ciascuna sle^ 

gu* il proprio corso senza interessare quello delle altre. 

• • ♦ » » 

Non. è COSI del primo caso : il punto M dc| loro incon/* 
tro, d>?tto comunemente punto di contatto^ è un .punto^ 
rimarclievola dalla di cui teoria possono dedursi tutte le 
proprietà generali delle cur?e . Veniamo dunque ad espor- 
ne la dottrina generale, ed a vederne quindi l’uso oello, 
ricerca di tali proprietà. 

74. La prima idea che si presenta nella dottrina 
da’contatti è quella di assegnirne la posizione. Siano per- 
cib designate con E* F' tutte le curve E'F', E" F", ec. ; 

— . . 1 . i' 

e siano supposte 

‘ ' ' « ' ■ ■ .'j jt .. 

le ascisse A P’, AP, ec. ss x , 
le ordinate P 'ài', PM, ec. ss jr c v ! 

le ordinate P'M" ec, as r* * „ • - . 

AlEncbè la curva E' F* abbia con E P un contatto M 
corrispondente. alFauiisa AP bisogna che sia '• . ^ 


j^ssPMssjr'; ciob.Lrss^x - 
Onde Peqnasìone di condizione sotto cni vìeat determi- 
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aito II pemltiM del ponto M si è : . ui 

• ••'* fjc*— 9-rsro i; t 

cbe ^ quanto dire: risolreodè questa equazione se ne anSi' 
il valore AP di jr a cìii il contatto in questione còrrìspoildo; ’ 
7^. Determinata là posizione di' lin contatto bisogna'* 
determinare le proprietà che esso gode . A tale oggetto^ 
si consideri che un punto di contatto altro’ non signinca** 
che il rincontro di una o più* curve con un* altra: ep-' 

porb che la ricerca delle sue proprietà non si riduce che' 

- » , 

olla* considerazione degli angoli di posizione FMP', i quali’ 
determinano la posizione relativa delle curve E'F* con 
%F che lo formano. Si vede intanto che questi angoli 
sono interamente dipendenti dalle' quantità M'M" 'prese 
ad una ccHa distanza PP'c=/ dal contatto M loro ver- 
tice': onde la loro considerazione non consiste 'che in 
quella di siSatte quantità , che noi notiamo con A ' 
Rappresentando jr'=zi^‘ le equazioni' di tutte le cur- 
ve significate Con E'F';‘ed essendo per la condizione del 
loro contatto £zr— fkTso, saiù > • 




. n 


le a • • • /t 




.»+-J 


I i a . . (n -1* 


^ ^+0')) 
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Ban^d 'soddisfare all* assunto non si tratta dia ^ 
riconoscere coll* esame di qaesta seria i caratteri distili; 
Utì di A. 

. La diversa natura che possono avere le curve E'F*, 
fa che per uno stesso con tallo la relazione de*lorocoef* 
ficienti diSerenxiali cogli di £F dello stesso 
ordine possa essere diversa : epperò diversi i termini com* 
ponenti la serie, e diverso Tessere di A. Or fra le in- 
finite relazioni di x con f”x che l’ iofinita varietà di 
dette corvè pub dare, awene una marcata Pegitahà^ 
che comunica a A un carattere distinto di tutte le altre. 
In effetto questa relazione pub veriGcarsi tra i coedicieotì 
differenziali soltanto di primo ordine ; o tra questi e tra 
quei di secondo ordine ; o tra quei di primo tra quei 
di secondo e tra quei di terzo ordine;^ e così di segu to: 
cioè la diversa natura delle curve E'F* pub in uno stesso 
punto di contatto M verificare sopra A i diversi casi 

' » • .1 • r* ■ • - 

.f'x— f'j:=o 
f'x— 9'x=0, 

i‘x — 9*X=0, f"x-^^'*xsso, f"'x— ^*"x=so 

cc. ec. . ■ ■ • ' ’ . i 

casi ne*qnali A perde un certo numero di primi termini, 
fpperb acquista una ^forma. analitica diversa di quei , ip 
cui la inarcata relazione non si verifica sino allo stesso 
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•^rne; tasi cbt fireriti Bl eontitto^ Éà dÙv^oo col ooMa 
di ordini , cioè cLc fanno dire uno stesio contatto M d} 
primo di secondo di terso ec. ordine « seconda cbe te' 
nature analilice ' delle corvè E' F*, E" F", ec, che pos- 
sono formarlo si mukenea mente con £F, ne verifica il 


primo il’ secondo il terso ec. X casi infine su di cui si- 
presentano nàluralmeate le due questioni seguenti : 

' i.n Qoale è il carattere geometrico di un contatto iso-: 
latamente considerato in uno quidunqoe rs di questi casi ; 
cioè il carattere assoluto di un contatto dell'nsimo ordine 7 
3.* Quale il carattere relativo di on ordine all’altro^ 
Fìg.i e 3 * 7®* Fer risolverne la prima 'sia E'F' la curva avento 
coli EF un contatto deÌFnsimb ordine: e si avrè (nuoi. 
preced.) l’espressione di A ridotta in questo' caso a 




A=s 




I . a. . (n-1-*; V 


t' 


ovvero chiamandone per maggiore semplicità q il coef- 
ficiente di t ; e considerandola si prima che dopo il con- 
tatto, cioè corrispondentemente a PP'sc^i ed a PP'ss 
si avrà 


prima di M . . . A=^(—/)"^* 
dopo dì M . , . . 


Or non possono darsi sopra di n che due soli casi : quello 
di n pari o di n impari \ cioè chiamando r un numero 
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inlero'pcsìtÌTOt qvello di nssar e di nssi^— i. Q*»* 

di SI avr« < 

per usar 

prima di M ;ì ,.IV=s— 

dopo dì M . é i Assqì*^**"* 

per «ssar— I i ■ • 

prima di M , : •' / .. "ii 

' dopo di M .^Assqi*^^. 

» * » * . * • 

vale a dirC;: oe'conlaUi di ordine pari sarà A , cioà M' M" 

prima e dopo il contatto con segno contrario, e collò 

stesso segno negli ordini impari • Quindi la posizione 

del ponto M'*' prima, del conUtto sarài(flg.i) net. primo 

(Caso daUa banda opposta iti EF che dopo il cootatlo ; e lo 

sarà .({ìg, a) dalia banda stessa oel secondo caso. Dunque 

i 'contatti di ordine pari saiaonx> de*punti d’ iutersesinne^ 

laddove quei di ordine impari lo saranno di osculazione ; 

|irimo carattere 'geoffi^rico de* contatti che Lagrange ha 

omesso di notare, e che gli analisti dopo di lui haaao 

asSai troppo trascurato . -• . 

1 Passiamo, asseconda carattere ; cioà al carattere rda» 

/tino, soggetto della seconda questione., i ... i.'. 

- • 77. Si noti cen A', A'', ec. ciò che diviene sneees- Fig .5 

- sivamente - A . ne’conlalti di primo di secondo cc. ordine : 
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e Si ftoUno con 

A», K‘\ A"', A'«», ec. 
B", B*", B''« ec. 
€"V'C««, ec. ' 
ec. 'ec. 


i coeSLcieoli di i in A in A' in A'* ec. Quindi si avr^ (7S) 


A .i-.Aii** LA/rt-^_Li aC") .B , .(«+-0 .n-f-i 
AasA*i+A i +A '** •+•*•• A I -f^A t 


3 

» J I ; ^ 


A‘=5 B'*i -f-B'"i +'**B / . +B 




A"s 

ec. 


nn'-^ _L .n+*J 

C‘ 'i + • • • Li t 4-C t 

i . i.' : 


ec. 


Con un raziocinio lotto simile a quello, del oum. 5 c) si 
rileva senza difficoltà che esiste sempre per i un certo, 
valore y per coi e per tatti quelli pih piccioli . di esso 
«ino a zero, sia A> A\ A'>A"j ec. cioè si rileva che A, 
«pperh 1* angolo di posizione che essa rappresenta y d^ 
viene di grado in grado minore coo^e di grado in grado 
innalza l’ordine dei contatto. Onde i gradi di avvicina* 
mento delle curve £' F', £" F", ec. ad EF con cui for* 
mano on contatto in M y crescono in ragione delFordine 
del loro contatto: e l’angolo di posiiione FMF' della 
curva £' F' avente un contatto con CF di un oerto or* 

• dine non potrà contenersi neli’angolo FMF ' della cnf« 
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r« E"F*' che enii eoo essa confano di ordioe maggiore; 
cioè la corra E'F* non potrà stendere il ino cono nel* 
l’angolo di posizione EMP** della curva £” F'* quando 
il suo contatto & di ordine minore . Da questa conchia<> 
sione si vede che io generale resta indetermìnAlo il caso 
del contatto di ordine eguale: quindi nelle applicazioni 
fa d’ uopo determinarlo direttamente . ^ 

Possiamo dunqne conchiudere sulle proprietà relative del* 
le curve, primo argomento di questa lezione s II paragone 
delie curve non si riduce che alla considerazione de'con- 
tatti : eJ un contatto non è che un punto comune a due 
o più curve che s’ incontrano sul loro corso . I contaltif 
sono divisi in ordini : ed un contatto è di diverso or- 
dine secondo che diverso è quello sino a cui la natura 
delle curve che lo formano, rende eguali i loro coeffi* 
cìcnli differenziali corrispondenti . 1 contatti infine di or- 
dine pari sono de* punti d* intersezione , mentre quei di 
ordine impari lo sono di osculazione : ed un contatto dà 
un certo ordine si distingue dagli altri di ordini iole- 
riori dalla proprietà delle curve componenti di avvicinarsi 
talmeute ira di loro che escludano dal loro angolo di 
posizione qualunque altra curva che passi pel loro con-i 
tatto, ed abbia con esso un contatto di ordine inferiore* - 
Pria di passate al secondo argomento, cioè alla con<s. 
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sideraztonf d<Ue proprjcià ssiolat^.ddl^^urve Ii^iiriia9 
VD popp ,l*|^9?ta doUrina .'generale vt ed «pplicliMinol» 
9* due pià ^«eippyci casi de*c«ntat¥ : ..<ÌQ^ conUUo di 
una curva coOiPna linea . retJU) ap cerchio; 

il primo cai^o esibendoci. iL.V^rot uelpdQ delie .tangenti , 
fd i| secondo larverà teoria delle evpttile,. / o; o 

* -4 4 * ' 

78. 1° Sia EF uoa curyp; qualunque 1 dell’ equasio- 
.qd.^'.F' una lineo retta » la quale riferita alle 
an^dasio^ ic^rdinate , ortogonali ed origine dtdle ascisse 
oblia .per^.e^awiie . . 

• ' « .^*(=(?.ar') =s '■ *■ 

Per essere • • ’ ' .• r- ^ - . 

-!•' 9'x's=è,'9"jc'a:ós=^'"x'= ec. ■ ' '' '* • 

un. avviene che le equazioni di condizione (74 >7^) che 
possono verificarsi io questo caso .non sono che le spie due 

; as£a&— j(a.+Àar)«so, f 'x— .9 'xìsf 'x->^s=o 

f^perb ebe it' contatto df una' retta con ima tórva' non 
pu^ estere che di primo órdine. "Fra tette le ràtie però 

• t * « - , ^ 

che passano peliò stesso punto 'M noa'puh esservene che 

i/na sola E'F'cbe abbia un tale 'contittò.' ta' effetto si sup« 

pbnga per M una nuova' retta ‘rappresentante tutte quelle 

altre che potrebbero avervelo’/ó che similmente atta fig .3 

• 0-1 

stmuaginiamo con EYF", "Ne sia jr^'ssa'^b^" FeqUa* 
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xioiiè t' ed à?reoìo"(75) - :! j • 

per E'F* ... A=st (F* — 4* ("(x+aj) 

■ . 1 , ■ •' .*■ . • ■» ■ ; • 

per E''F'^..A•==/(^x-•^0+~.f^'Cf+f^)- c:. 


eppcrò 


^ - > 

A— A* 

I 




(A-5)/ 




Or avendo si Fuoa^che l*altn| i^lta un. contatti), di pri^ 
RIO ordina sarà siauiltaneameote Px . JMil 

sappiamo dalla natura analitica delle curve che Tordi- 
nata £r per una stessa ascissa non determina in un me- 
desimo ramo di curva che nti 'solo punto ; cioìs'die f!r,' 
epperò Px'non'haM'n generale 'pet Uno stesso puntò M 
di curva che un solo valbre*: dunque nel caso supposto 
si avrà sempre b ^b\\ epper^ M"'5=o, cioè la sup- 
posta retta E" coincidente cd una cosa stessa colla 

proposta E'F'. 

Quindi (76) la retta E' F' avendo con EF un contatta 
di primo ordine la osculerà non la intersecherà ;.,ed in<d- 
tre escluderà (77) dal suo angolo di posiiione FM.F‘ ^ua-, 
lunqufi altra retta clic passi per M. . i 

Questo doppio carattere che pode la retta E'F' cappoUq 
ad EF, forma la proprietà di quelle rette che gli ani ich), 
geometri dicevano Q^ùndi il metodo di con* 
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darre le tangenti non si riduce che a quella delle lùtee 
rette che esistono sotto le condizioni di un contatto di pri< 
MO ordine: rale a dire una retta E' F' che ha j'* ;s a-\-bx* 
per equazione y si dice tangente ad £F quando soddisfa 
alle due equazioni 

far— (a-f-ix) STO, f'x— 

• ^ 

Qaindi per averne Feqaaziooe basta tirare da esse i ra- 
lori diritò e sostituirli nella Infatti dalla 

prima -abbiamo a sz fx~^6x che soslitaeodolo dà 

jr^s: fx-+^ (x'— x) 

per l’equazione di tutte le rette che hanno con £F un con- 
tatto semplice M , nella quale mettendo il ralore di 3 s f'x 
tirato dalla Seconda ce ne dà !• 

jr*ss fx+ (x*— x) f'x 

per quella fra tutte esse che gode la proprietà di na 
contatto di primo ordine ; cioè per 1* equazione della 
tangente. 

Data un’aqnazione se ne ha direttamente il luogo geo^ 
metrico: quindi il metodo di tirare le tangenti per mezzo 
della sua equazione che noi abbiamo esposto, ne forma 
3 rero metodo diretto ed analitico. Avri però degli altri 
modi meno diretti per condurre le tangculi , cioè me- 
diante la suttagente e la normale. Koi li diamo breve* 
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mente a conoscere, tiraadoU imme^iatimente dal primo; 

yg. !'> Si* consideri *be ad j '^9 vi eorrispoAdc 
X* ss AE‘, cppctò dairequusionc 

ti tira r. 

> 

(=PE* = suttag.) = 

I JT 

Quindi dato il ponto M lo sarà P ed x, epperb eoa PE* 
lo sarà il punto E', e con esso la posisione della tangenlo 

ME'=V(PM’+PE‘*) = -^V(i + f'x*) 

a.o Si consideri elio definendo la posizione MN della nor* 
male al punto dato M , se. per esso vi si condurrà la per* 
pendicolare E'MF' sene avrà la tangente cercata. Orla 
posizione di MN può definirsi o direttamente per mezzo 
della sua equazione , o indireltameate per mezzo del* 
la sunoormale . Nel primo caso ricordiamoci (78) cLa 
jr'sz(x~^b.{x'—~x) ò l’equazione generalo di tutte le retto 
che passano per M: epperò per averne in particolare la cer* 
cala della normale MN non bisogna che determinare il va* 
Iqre di corrispondente al caso in cui E'MNa^a4- 

drante (q) . Quindi richiamando dalla geometria analitica 
che il coellìciente b di x* neil’equaziooe alla. linea retta* 
con rappresenta che la tangente dell'angolo che essa fa 
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(^*45sg. delie, accisge, «mmo 

ì -i - . ^ J 'b=tàn N s= ìaaYq— E ') rs — • — 

. * ' UuE* 




epperò 




* * * * • * ^ »•■ '* 
per •l’feqaazìonè’ cercata di MN. ‘ 

Nel secondo caso ricorrendo al triangolo E’MN ne 

avremo prontamente la cercata aunnormale 


. , , PN=-pp-={...)fx.fx 

. . , • ^ * • • 
la qiiale ci dà la quantità di 

I. . . 1 1/ • ■ t ■ ! ■ . . 

, . MNs:fxV(i+ra:*) . . 

8o.’ Facciamone intanto un esempio: c proponiamoci 
in generale le linee di- secondo ordine « la di cui equa» 
ibne sappiamo dalla geometria analitica essere ' 

* 4 bxy-\-cx ^ 4 dy-^-ex-^-f = o 

• ^ i. .. • . * 

Htsolrefldola per y. è fatto quindi y s; 5 -i- avremo 

sa 

^ • * * * . ^ 

+ (4o‘C— ^ o ^ 

.k J .1 . • , i • * . - • . .-i X 1 ^ . , * .* 


Digilized by Googl 


ovvci'O supp«to p»>«ìflggk)re feaipUcitk - ì’if V*. 

a&</— ‘ rf**~ 4 <*y 

4 a* ^ ‘■“"40’*^ — '' - 

^bVrerao la trKformaTa ;•-•-- 

V(=fx)xVCA%flic4Cx») ' " ' 

d 8 , f>xV j B+?Cjt ^ 
dar ss • " * 


Dondf (7^)-fii ayA 


'>V.. ' > 


‘““*S-= ÌH^ 


B+aOc ^ ■.: - ^ v f 


sunn. =s 


c . r 


'* Win. 


iir '»!< 


So '^^òstO' espreàsioni ^rdiraiiHU) aidursi.^^alihrtna f>r4iy:.‘! 
nana delle cur?e conicfté' basta richiamare' dalia geoma« 
tria analitica ( potrà vedersi Paoli £/em. di Jig t. pr. 
cap. ix) che Passante e^ooeioDC rappreseote in particolare 
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un* Ellisse» quando C<o, clok negatira 
un* Iperbole quando C>o, cioè positiva 
lina Parabole quando Cc=0| cioè nulla 

Quinli fecendo pe* primi due casi x sr ui 
terso x^is — ^ ; e dicendo per quelli n gli essi, e 
per questo p il parametro, avremo senza badare a*segui 
I.” per l’elliase 

omro falip 

J)xn» C = -— 
m 

avremo 

Z ss— 

#» ' ^ - 

^ttang.s taog.as * — ^(jn ^ »* ) 

“ n^u 

sminor.ss . fi • norm.sa — — Vfrn^z* rf-B^ss*) 
m . m * 
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•.* per IMperbola 

,bV +Ca*)B V (o+C«>y 

•TVero essendo . ^ . ■ , 

Dss—n®, CflBs Jil 
m* 

avremo ' 

,s— VCa”-/»”) 

17» ' ' 

H ^ 

«uMang.ss “ tang,» — ^ V(m^ 2* +n^ »*) 

gunnor.s . ■ ” , norm»as — ^ + n^a*) 

m* 

I 

S.** per la parabola ^ 

s=yBu, ovvero fatto avremo zssypit' 

epperò 

• * * 

sultaug, saatt, .taog, ss V(pii+4“^) ' 

SUDQorm.s: •£ , norm.ss V (pu +-^) 

Veniamo ora a considerare il contatto di an circolo •- 
81. Sia come sopra 1 * equazione * 'della enr- Fig,^ 

va EMF : e sia E']!dF' un cerchi 0 | il quale riferito allt^ 

• ' • • »6 • 
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medesime coordinate ortogoqali cd br’g'ne delle ascisse 
•Lbia^er equatiooe . ^ 


j*’, a?' ne rappresf ulano ìe coordinate qualunque AP'^ 
P"M"; a, & le coordinale A?/, P'C dei-centro C; ed r 
il raggio CM. Or Poggelto' della queslione si è di rico> 
ncscere in tutti i casi il cerchio £'MF* avente con £P 
un contatto in M : il che si riduce a riconoscerne il cen- 
tro Gei! raggio CINI ; cioè a , r. Progrediamo duu- 
^•quc.a quotai determinazione.' - ~ - "s 

1.0 Supposto che M sia un punto di contatto sempli 

ce si avrà ,(74) l’equazione di condizione 

* . - ■ - - ■ ^ 

fr=&+/Cr* — (x— fl)*) • 


la quale considerata isolatamente ci dà 
* A=fx~V(r* — (x— rt)* ) 


In tale caso restando n y r indeterminate , vi resterà an- 
cora P'C=^, il punto P\ e la posiziòne'deU’ordmala P'M* 
su di cui è posto il centro C. Qnde aldo in esso noq 
resta determinato se non che il centro cercato C esiste 
sopra una, normale, P/M* alPasseAB; e perciò che ì'cer^ 
chi aventi ^ un contado tesaplice in M con EF possonc 
essere tanti quanti gPjnfiiuti. puiAi' delle infinite normal 
che possono menarsi ad aB. 


Digitized by GoogSi 


X'99)( 

s.o Supporlo che il contatto M sia di primo ordine « i|7 
avrà (;5) oltre deli’e^uazione di sopra anche la segneate 


x—a 




la quale combinata con essa dii . 

• .Vt=i;r+ -. ■■ 

In questo caso restando, indeterminata la r,'tali reiteran* 
no perconseguenza a, é per ano stesso valore ÀP di .r: 
epperò indeterminata resterà .la pesiziope G.jle) centro- 
cercato. Eliminando perù la r da a e 6 se ne avrà la 
equazione , . . , . _ 

, f j ^ 

. . • . o— £r4- . ’-j , 

la quale rappresenterà tòlti i punii di posizione G c^e il 

I, - \ * <*!*”*■ * • 

centro pub prendere ; equazione che per essere (79 ) 

alia normale MN ci divisa che questa nòrtnale ne. ò il 
luogo geometrico: eppero che tutti i cerchi aventi m M 

, */..•** - J ' *' • ' * ^ ^ 

un' contatto di primo ordine con £P sono tanti quanti 
gl’infiniti punti della normale MN al punto M. Qu sii 
cerchi perchè vestono il doppio ' ciraliere (78) delle 
tangenti, sono' detti cerchi tan'gefitiV 

5 fi Supposto che M‘'''sià‘^'tó'ciOntatto"df - secondò* ordi'J 
tee si avrà {ybj oltre U* dr‘sd^rà'‘du6*'' equazioni , anche 
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Il terii 


ro:=-. 


« 

.a v5 


(r*— («— fl) )' 

N ■ ■ • 

Combinan Jo qaesta equazione colle due prime , 0 meglio 
colle trovate espressioni (a°) di a^b che sono 1* im me» 
dialo risultato della Icro combinazione , si avrà pel pnn* 
to M corrispondente aH’asci^sa APaap 


rxri+f'x*^ ; , . i + fx» 

I"» > -TV 


rss 


fi + Par* )* 

f'x 


Ma a^b sono ( a» ) indipendentemente da r le coordl^t 
nate di MN : dunque il centro cercato G è sulla norma' 
le MN alla distanza MCssr da Af . Onde un cerchio che 
ha con EF un contatto in M di secondo ordine non è 
che uno de’ cerchi tangenti ; e per uno stesso punto M 
che unico e solo, in quanto fa?, epperò f'a?, V'k collo 

- ■ t- r 

loro funzioni a^h^r non hanno che un solo valore per 
lo stesso punto di un medesimo ramo di curva. 

4*^ Supposto che M sia un contatto di ordine supe« 
fiere al secondo, allora oltre delle di sopra tre equazioni 
dovrà aver luogo ancora un certo numero delle equazioni 

f'x— f 0, ec. 

Ipperb il numero delle equazioni' date maggiore delle 
^nantità fk^b^r da determinarsi ».« la questione più che 
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detenniuata . Onde bisogna per essere possibili le naoftt 
equazioni , clie non siano in contraddizione colle pnmf 
tre; cioè per potere esse aver luogo bisogna che siano 
soddisfatte dai valori di a, r dedotti dalle prime tre. 
Quindi se tali valori soddisfarranno alla prima delle d«ttf 
nuove eqaaaioni , allora il contatto M non sarà del se- 
condo ma del terzo ordine ; sarà del quarto, se soddisfar* 
ranno inoltre alla seconda ; e cosi di seguito . Onde oa 
cerchio avente con EF un contatto di ordine snperiore 
al secondo non è clic un cerchio di contatto di secondo 
ordine , la superiorità dclPordine non diversificandolo che 
nella posizione rispettiva colla curva giusta i due carati 
teri assoluto e relativo rimarcati num. 76, 77. 

Da tutto ciò si raccoglie che il cerchio avente un coni , 
tatto in M con EP di secondo ordine almeno, è quello 
che fra tutti i cerchi passanti per M più si avvicina alU 
enrva , epperò quello la di cui curvatura è la più che si 
approssima alla curvatura in M di ess^. Un tale cerchio 
è detto cet^hìo osculatore o di curvatura , 
f- Dopo aver considerato il cerchio osculatore in nn punto 
determinato M della curva, passiamo a considerarlo nei 
f diversi punti di essa. 

r 83. 11 cerchio osculatore varia di grandezza e dipo* 
fiizione secondo che si passa da un punto all* altro dell# 

V ctuva; cioè secondo che varia Basta considerare chti 
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a\ly^r da cui dJfiende sono (num. prec, 3“) delle fun- 
zioDÌ di or, esserne convinti. Se da a^b si elinii- 
Da è chiaro che si avrà fra di esse una erjuastooe in- 
dipendente da x\ epp ’rò appartenente a qualunque pun- 
to M della curva , e rappresentante il luogo geometrico 
de*centri di tutti i cerchi osculatori de’suoi diversi punti . 

Una tale equazione fra le coordinate a , b non rap- 
presenta che la posizione indeterminata del solo centro 
osculatore. Quindi per compimento delle ricerche sopra 
il cerchio oscnlatore variabile resta a definirne il raggio 
corrispondente. Cerchiamone dunque la posiiione, 
«o la quantità; supponendo d^ta la linea de* centri che 
quella equazione rappresenta* 

Fig.6,’ 83. Sia EF la curva proposta: E'G*' la sua linea 

de'centri . Se per un punto qualunque M si condurrà la 
Dofmale Mu, il suo incontro con E'C" darà (i8a 3°) 
il centro osculatore C che gli corrisponde: epperò il rag- 
gio corrispondente CM . Quindi per la proposta questione 
si tratta i<>*di dennire la posizione di CM per uupuuto 
qualunque C di E' G'' ; cioè di CM relativamente alla 
tangente CM' in C, cioè i’angolo MCM': a® di deter? 
mioàine la quantità. 

Dunque !• sia P'nCs:/», P'/Cs=^ 

•si avrà + 

t 
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eppeiò . • . , 

tan MCM' ss lan C<— n) s i?." 

1 4 * tao < tao n. 

— «a 

Ma (7^) si sa che .1, 

tan /sfa. tan«à:-7?— 
l j? 

DuiHjua sostilocndo sarà 

tao MCM^ss— 

Dicendo m, /t le coordinate alla normale MC, abbia* 
mo (num.cit. ) 

A — a: 


m ss fj:4- 


i‘x 


per la sua equazione : epperò 


- PA - 

dh ~ • 


Ma nel punto C di cui si tratta è n sAP'ssa; dunque 

f7»ssf'« = -^ 
l'jr 

epperò tan MCM* STO 

. « * • * 

Onde la normale CM , cioè il raggio osculatore in que- 
stione coincidente colla tangente corrispondente CM', 

Questo risultalo essendo indipendente dalla considera* 

• - * ■* ' ♦ 

ziODC particolare di ar,* e perciò dalla posizione partica- 
lare del punto M , ha luogo per tutti i punti di £F; 
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4aoqu« possiamo coachiuiere la segaenie proprietà : 

Fra Ia CUT9A EP e Ia sua curvA de* centri E'C'^ 
Avvi la generale relauone che la normale CSI in ur» 
cerio punto M della prima è tangente alla seconda 
pel punto di rincontsa C • 

a.o DifTerenziaado i valori di assegnati (nana, 

prec.) avremo 

V. b = ( 3 f‘4: f<'x * — (i + f'x » ) f*«x) 

f'*» 

r. a s8 — (3 f'xf "a: * — (i + f»o? * ) 

f"dr* 

f.r= (Sf'arP'ar»— 

i“x * 

Sostituendo la prima nella seconda e nella terza , avremo 
f*. a sas — Tx . f. b ; epperò t'x sz — 

Considerando r relativamente alla curva E'C' di cui le 
coordinate sono a^ b; cioè in cui bz:ifaf (*»asi: ed 
eliminandovi f'x avremo 

f.r ss V(* +?'<**). 
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Sunfjae falto CC"+C*'Es5A 
Tedremo (g3) che f', A s V (i + * ) 

epperò i'. ktsVr 
donde /■srA = CC'‘+C'*E. 

Quindi risulta fra la curva £F e la laa curva de* eco- 
tri £'C'* la segueote relaiione 

li raggio osculatore qualunque CM eguaglia Par* 
co CC" della curva de* centri interposto tra il cen~ 
irò osculatore C e rincontro C*' di essa colPasse 
più la parte C"E di quest* asse intercetta tra il suo 
incontro E con EF e il suo incontro C" con E'C", 
84. Queste due relazioni tra la curva £F e quella 
corrispondente de*centri ci presentano il modo di descri' 
vere la prima mediante la seconda . In elFetto se lungo 
la curvatura CC" delia curva E'C si applichi un filo 
che si continua a stóodere sino in £ lungo Passe G'*Ay 
e quindi si svolga in maniera quanto le parti svolte 
C'm, C&I) cc, si mantengano tangenti ne*punti cc. 
alla curva , è chiaro che i punti m , M , ec. apparterran* 
no ad una curva EF, la quale avrà verso la E'C* le 
due dimostrate relazioni, e di cui perciò E'C" à le cur- 
va da* centri . Onde la curva £F può considerarsi geae- 
rata dallo svolgimento della sua curva de* centri E'C*. 
Questa circostanza ha portato a deaominare E' C*' svUop** 

n' 
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eToluta; ed EF sviluppante , eroivarrte» Eccola 
vera origine anaUlica delle evoiiite, delle <}ualt ne dob* 
biaino ad Ugenio ia prima idea . 

Veggiamo ora più da vicino con un’applicazione que* 
sto secondo caso speciale della teoria de’conlalti . 

Fìg, j, 85. Sra EF ima semicicloìdc , di cui FB = ac sia il 
diametro del cerchio genitore. Sia'FPsjr, FM izy. Dalla 
'teoria delle curve 'sappiamo ebe • ■ ' 

^ssliF-fh PssArc.sen v.a;-i“ ) 

ne ò l’equazione. Onde sarà 



epperò sostituendo nelle forinole (3i,5‘’) si avrà 
. 1 ° U raggio osculatore . 

MG ss rs a y ac (arr— > jr) a 2 B h ss 2 M k 

MC 

Donde Mka -^akC , cloù il raggio osculatore per 

un punto qaalómjue M doppio della corda liB;' nullo pel 
punto estremo E della enrva ove x sac;'doppio del dia* 
metro FB s ac del cerebio genitore pel punto F ove .raor 

a» na4c— X, ^aArc. senv.*— VC^^^^**^”*** ) 
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£liiQÌDàBdone (8i) li «vri ‘ • 

ò s= Are. sea v. (4^?— a) —^(ic (4^— fl) — ) 

per requuiooe all* evoluta £F'; esazione limilo alla 

propoita, epperò rappresentante anch’essa una cidoìAe» 

.P» avere la posizione relativa dell’ evoluta alla pro« 

posta se ne riferisca a’ me lesimi assi U trovata etjuazio* 

ne I e si faccia a tale oggetto 
« 

BF'atac, Fnisa^ Cnsz& 
onde sostituendo si avi;ò 

« 

4« — c = n F' s: D/> 
epperò l’equaziona sotto l’aspetto 

nC= Are. sen v. Tip — V(ac. Dp^Jip • ) = Db’— ph* 
Donde 

pC=sp/i— Cn Ss Db 'E — Dh ' Eh' +^U* 

a 

s=Arc.seaT.E/3+ V(»<7.Ey^E/>*) . 

ovvero chiamata jc’ l’ascissa Ep, l’ordinata corrispon- 
dente' PC , avremo ' 

7'— -r Arc.senv. jf' — «'*) 

epperò supposto jv'a^jr, avremo ^'ss —j' ; cioè avremo 
le. ordinate* dalla curva ^EF’ egttali e contrarìasienle po- 
lle alle cqrrispoadmiti della. EFj^ cbq ò ^nanlo dire* la 
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cuTTs EF^ è una cicloide perfettamente eguale alla 'prn''\ 
posta , solo dififereudone nella posizione . 

^ Lasciamo il paragone delle curve, e veniamo a coq« 

siderame le individuali proprietà ; secondo oggetto (ji) 
della loro teoria. 

Tre argomenti si presentane in siffatta considerasione : 
a« la dottrina degli assintoti ; quella de’ punti singo- 
lari } 3" quella delle rettincaziooi e delle quadrature . In- 
cominciamo dallo sviluppo del primo, per quindi pas- 
sare al secondo, e finalmente al terzo. 

8f>. La dottrina generale degli assintoti trova , se- 
condo Lagrange, la sua vera natura c spiegasione nel- 
l’esposta teoria de’contatti . Ma i dettagli generali sull’as- 
sintotisnao delle curve non. possono avere qui luogo, e 
potranno riscontrarsi altrove . Noi ci restringiamo al solo 
caso degli assintoti rettilinei . 

8. Sia £F una curva di cui è l’equazione: 

la sua tangente in M ove o;e=AP: ed NR nnsuóassin- 
foto rettilineo. G)nsiderando l’assintoto^ come una retta 
che semprepiù approssimandosi alla curva giammai arriva 
ad incontrarla ; cioè secondo il linguaggio ordinario che 
la incontra ad una distanza infinita daU'origlne delie ascis. 
se, He avviene che'un assintoto pah considerarsi come 
ima tangente il *d! cui contatto M 'corrisponde all’ascis- 
sa AP := 0». Quindi sotto questo punto di vista la detcr- 
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minaziooe dì NR si riduce a quella dì MC*^ per 
il che può oUeaersi determiuando i punti. £\D ne*quali 
la taogente per x s oa incontra le due coordinate , ^oli 
la posizione de'due punti N, K dell*assintoto sulle coor« 
dinate; che ò quanto dire l’assintoto NR resta determil 
nato facendo x:sco nelle espressioni delle quantità 

; AE< = PE*- AP = (79) ’ - 

AD(c9-'pcrjr'so) =(78) far— «f'x ] 

Diamone un*app!icazione ; ed assumiamo a tale (^getto 
le curre coniche , prendendone l’equazione sotto la for« 
ma (potrà Tcdersi il Marie Lez, Elem. di MaU* ed, 6, 
nn. 745, 746) 


equazione nella quale p rappresenta il parametro della 
curva , e la il suo asse traverso ; equazione che col se« 
gno superiore appartiene all’ iperbola , coll’ inferiore 
l’ellisse t e con sasoo.alla parabola. Quindi sostituen>< 
do avremo 


Ali'= 


' a+x ' 


^ ,r apx \ 
\ a(aaixj J 
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eppcrJi pey «22t5o ' . 

\ ss yfLB- ss semiasse confutato per l* iperWU 
AN=s±a, AK< » 

• f immaginaria per 4 Mlisse 

AN?so3sAK per la. parabola 

Dontfé possiamo conchladere die Pipetbola ha due as* 
sintoli reltilioei intersecantesi nel centro ; oiuoo l’ellisse ; 
niuno la parabola . 

Veoiamo a* punti singolari: in primo luogo parlia» 
mo de’punti multipli ; quindi delle inflessioni, delle masr 

siiqe e minime ordinale , e de’regressi , 

87. Sia l’angolo clic la tangente fa coll’asse delle 

e- • ' 

ascisse M£'P;=r, e si avrà 

taa<= = (79)f'* 

Or se i'x avrà più valori, più ne avrà tan/, qyperò più 
4 «ngeuti . corrisponderajmo ad un medesimo ‘punto M. 
Ma per UDO 'stesso pnetOi di una curva uou può eoa* 
4ursi. che una soia tangente: dunque uopo è supporre 
che in tale caso passino pel punto M più rami di cur- 
ve; che ^ quanto dire, supporre che M sia un punto 
multiplo. Onde la determioasioue de*punli multipli non 
si riduce che a riconoscere quando f’x possiede più di 
un valore, Veggiamo dunque come può a ciò pervenirsi* 
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A t«l« oggetto »! richiami (35) ‘ che sopposla nu'tqni-- 
«ione Z = f(jr,^)s:o, ai «viaoM 

^ vSC * r ' 

«c* ec. 

P« le <ae eqo.,ioni difr„e«i.li li primo di «conJo ec, 
ordine. 

Dalla prima si ricava .. ,.e 

àx 5 

Ovvero folUolenJeodo il „go. implicilo aUa qna.lia 
fV- P 

^*=Q - ■ ■ 

Or «e il volere di * corrispoodeole ed M dar» simidt*. 

neamenle P=o,Q = c aliere mà 

fa:= 

dx _ o 

dei iodelermioolo il volo,, di Par. Per averlo in tale òasi 
kieogn. ricorrer, all. aceond. equaiione che si tidóce td 
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ed ìd cui fanzione biforme | cioè ba due va- 

t o> 

lori . Se anche da questa equaiione risulterà f'x s , 

allora per averne il valore cercato deve ricorrersi -alla 
terza » nella quale essa è una funzione triforme , e per> 
ciò avente tre valori , E cosi di seguito . 

Onde potrà conchiudersi che nel caso in cui risul- 
ta f'x=3 ^ il suo valore si ripete sempre da una equa* 
® • 

alone snperiore al primo grado , e perciò che dà per essa 
diversi valori. Quindi in tutti gli altri casi de* valori 
di P,Q non avendo esse che un solo cd unico valóre, 
nc avviene che nel solo considerato di P = or=Q potrà 
incontrarsi la indicata mollipllcità de* suoi valori; molti* 
plìcilà che avrà sempre luogo quando x^jr dedotte dal* 

^equazione non saranno in contraddisione col* 

^equazione proposta , cioè quando ad essa soddisfarranno. 
'jbuuque la determinazione di un punto mnlliplo potrà 

eSTeltuarsi col supporre f'x s ^ ; e col dedurne i valori 

di i quali soddisfacendo alla proposta equazione ne 
dimostreranno la esistenza : mentre il grado della moUi- 
pliciià si determinerà mediante quella delle sue equazioni 
diUereoziali che co* dedotti valori di x^x ^ la prima a 

tion dare f'x s: — . 

o 
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niastriamo il tutto eoa ua esempio. ' ''il 
Si» proposta Tequasione 

jc^ — ox ^ Si 0 

Differeoziando avremo . ' . 

fxss BB _ o 

Donde risalta ' n * /* ^ 

4^?* — aojysso, «X*— 34 ^* sso 

- ' * 

eppero X sso, ^ ss o 

valori che soddisfano all’eqaazione proposta , e perciò ci 
dimostrano resistenza di un punto multiplo ueirorigina 
delle ascisse. 

Per determinare il grado della moltipliciUk del punto 
si diOerensii per la seconda volta l’equazione proposta ^ 
e si avrà 

» * ' « ' * ^ ‘ ' ■ , . 

iw’-aaj— 4«r^-^)_(a*»_Sir) 




r - 

eqnazione che per essere x c o, ^ — o dà — 

t Si diSerenzii dunque per la terza volta l’equazio&O 
■ ' . *8 


eio 



X«'4X . 


t C .1-. 


‘hi 


=0 


proposta » e si avrà 

C' :~T ' " ^ "^r — ' ^ T. 

•.» *v •. »s ^ •' • ■ » 

* ^ * • . « 

equaziane nella quale fatto "or s: 0,“^ so diviene 

(jf) 0 (^) =* . 

^ * <. p *«* 

• ' k 

donde si ha 

d V / <* / ** 

*:-->• ••! ■5J',f=“. 7 , =V- 'J -- 

I»*»* li ^ t , - * 

cioà la tangente deU*angoIo che l’asse delle ascisse fa colla 
tangente del ponto M in questione ^.ssf'xas 


■ , .1 


tre diversi valori ; cioè tre‘ diversc'tffngènti ;' épperò tre 
diverse curve passano per questo punto; che è quanto 
f dice’ il punlo in jjueatione M è 'un pnntp^^plp. ' 
c Passiamo al secondo oggetto propostoci : a* punti sin- 

^ golari; cioè j alle ioBessioui, alle massime e minime or> 
dinate I a’ regrèssi. 

B8^ Sopponianio la ct^ruziqn^ d#Ua figura qual si 
^^vede nella tavola, e consideriamo che se A(— M'M") 
VVrà ioatnediataiéente'^ritnà'é dopo il contatto M 'segna 
diverso, -idlora la tangente £'MF! intersecherà la cur- 
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Ta£F; Tale a dire, U.fWle £M' delk 
al contatto M sarà dalla banda opposta della tangente della 
sua parte posteriore MF. Ma le curve rivoltano sempre 
le convessità alle loro tangenti : du'nqùe Mè due braif» 
che £M,MF della curta in questione formeranno in M 
queiraffezione ebe si divisa 'col nome di'ilesso contrario. 
Onde io nmr inflesebne M .rsarà: A. con coutr^iq 

immediatamente prioià e. «krpeldi' essa,! cipà^alla sua di^ 


stanza Poggiando su ili questo carattere cbq A ju^ 
quista io*si6Ss(te adesioni, aoLdetemiaefeiQO^ il c;ilext^ 


algebrico"' per- ricdnosterif e definirleL f r jjp 

* fa eflelto-riditamiamo (7B) i’espreasione, algebrica 

la quale applicata al caso spedale delle tangenti per le 
quali e (78) ' * 


^jr=:fr, (f'xsrf'or, <{>"x= 
sì presenta sotto l’aspettò ' .i."l 


o, ^'"jc=:o, ec,' 




i" o* /a;i, > f* ■ 1 

. .. Aq= — f'x+ 


Sottomettcodo questa formola al teorema (89) si' tròvefk 

che A e f'*x avranno' itnm'ediafaitteula prima e dopo il 

contatto, ciac alla.. distanza, quanto. picciola si vuole 

un qaeiesimo segito. Quìndi suqtpqslo che sia uq fles-^ 

so, epp^ il. vaiocc di, A confiderà),. 

che abbia IsegD»-cooUariO| ne.) ajsvieug d^p .jsegaq contrai-» 
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^0 fi flvrii cioì le funiiooi * 

rcx-o, r"(x+0' ' '' " 

■> • » **' # I * . • • • . . . » I. .> , » . . . *. • V» ' I « 

.# perconscgueoxa le funtioni ^ 

. - 1 ® 11* 

’ fvTo 

corrispondendo Jr ad un punto di flesso saranno sempre 
con segnò contrario. Or le quantità cbe mutano di segno 
passano per zero nel punto in cm aTtiene il cambianaen- 
to: A* epperò f'x, cioè le due coppie di quantità in 
questione mutano di segno nel punto M dell’inflessione, 
xioè nel punto di i sso, in cui passano la prima per f'ar, 

e la secónda per i dunque nell* iuflcssiohé M sarà 
X X 

V • • 

mmpre . . . • 

f*'x=so, ovvero =so, cioè f"x=w 
X *1^ 

Onde risulta che l’ascissa x = AP corrispondente ad un 
flesso deve immancabilmente soddisfare ad una delle due 
aquationi* ' , . 

i • • - f''*=50» f"x= 00 . , . * 

Questa couebiusione non abbraccia la proposizione inver- . 
sa> cioè che qualunque valore di 4f tiralo da una di quQri 
sic due equazioni sarà sempre corr»spondente ad un flesso. 
Quindi per usare di queste equa sioni - nella determina- . 
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zione de* flessi, ubpo h stabilire prima ua criterio onde 

discernere se il valore dì x che ne risulta sia nel caso 

affermativo o negativo. Stabiliamolo dunque i*»- rapporto 

alPequazione V'x s o : a® alla f"x 2:00. 

1.® Il valore di x risultante dall* equazione V'xiso 

non pub die annullare ì coefficienti differenziali V‘'xi 

ec, sino ad un ordine pari; annullarli sino ad un 

ordine impari; o darli = os da un certo ordine in poi* 

Nel primo caso con un raziocinio sìmile a quello dei 

Dum.76 si trova che A alla distanza da M avrà so 

gno contrario, come il flesso richiede ; epperb che il pun> 

to.M sarà un punto di flesso: nel secondo caso che A 

avrà lo stesso segno, epperb che il punto M non sarà 

un punto di flesso i-, in questo caso però sappiamo altron* 

de (61) che esso sarà quello io coi jr(sfx) acquista il 

massimo o minimo valore , cioè della massima o minima 

ordinata : nei terzo caso finalmente che A risulterà inde- 

* ■ » ' . 

terminata, epperb indeterminata ed indecisa la questione* 
s.® Il valore di x che risulta dalPequazione f"x 00 
porta all’ istessa indeterminazione di quest* ultimo .caso ; 
epperb potrà e uun potrà corrispondere al punto in 
questione . 

Quindi bisogna concliiudere da queste consideratìnni 
che il solo argomento definitivo cdtosciùtò per la detcr- 
fninazione de* flessi si è quello io cui il valore di x dt** 
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dpUo dall* equaslone f"x=:o TcrHìo» Mio:i 4 .ini',OKdHif 
pari ÌDclasivapacote U f""jrssp, ec. , , 

. Veniamp alia considieraziooe de* regressi,. 

Fig.io eli 89, Posta la costruaione qoal si vede selle Rgute TjU 
chiamiamoci cita ii> un regresso £MF dovfì 
'-r.vere per una medesima ascissa AP'(=x-|-t) due valori 
diversi , i quali dovranno avere seguo contrario se il re* 
gresso è semplice (fig. 10), e lo stesso segno se il re* 
gresso è a becco ( fig. 1 1 ) • Quindi • la formola (83 » ) 
corrispondendo ad un regresso dovrà dare per A diversi 
valori per uìio stesso di epperò cade nel caso dell’ec* 
celione (9) cioè il caso di un puntp di regresso è per 
la, formola lagrapgiaoa uno de'casi eccettuali. Sappiamo 

che in questi casi i coeOfìciehti'diflreiénxiali risul* 

\ 

tano £=00 fin dal primo fa: o da uti certo ordine in poi. 
Quindi in generale in un punto di regresso f'x pnò es« 
sere =m, =so, £= 00; avendo riguardò però che il va* 
lore di x risultante dalle' due prime deve darli c= co da 
Qn certo ordine in poi . Quindi aVvienè che in punto di re* 
gresso hanno luogo come nelle inflessioni le due eqnaiioni 

f''x = o, f"xs :03 

90. Dunque. raccogliendo potrà da* due numeri pre- 
cedenti concbiudersi ; 

1.0 1 punti di flesso contrario ^ e di regresso portano, 
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itidistintamealA ' die due cquaiioBÌ . • ' . . v 

r’xsoi r'jr±oo ' ’ . 

' ‘ ’ i . ■ * ' 

a.o Uo flesso contrario porta esclusivamente a queste 

due equazioni , nel mentre che un regresso puh oltre di 

esse portare ancora all’equazione f"jr = r7>; epperò un 

valore di a per appartenere ad un flesso bisogna indi» 

spensabilraenle che soddisfì ad una delle due prime, lad» 

dove senza soddisfare ad esse può appartenere ad un re» 

» * * t * * ^ 

grcsso soddisfacendo alla terza. 

« { * 
3.** L’avere ne’punti in questione sempr» luogo le due 

equazioni f'jrso, f"jr=09, non ne viene per conse» 

guenza la proposizione inversa ; cioè, che i valori di x 

da esse dedotti corrispondono sempre a siffatta specie di 

^ I ' * 1 

punti. Quindi questi valori potendo non appartenere ad 
un flèsso o regresso, ne avviene che vi è di bisogno di 
Un qualche criterio onde discernere se in effetto vi ap» 
partengono o no. 

» V 

Dunque per la detèrminazione de’ punti inique» 
stione potrà tenersi il metodo di ^Mumere le due e» 
quazioni 

f"jf sso, f''iTSS 00 

« 

dedurne i valori di x, sottometterli a)!’ la dicalo ci;ite» 
^^iq, e.quiniU cqnc^iadeiue. .se tali p.qn.U.cprf '^pondoao 

• A 

0 no ad alcuno di essi s beninteso che pe* regressi dovrà 
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ancora aversi riguardo aU*equazioae V*xisiin% eome nd 
«jui appresso esempio vedremo. 

91. Resta dunque a parlare dell* indicato criterio. Il 
Stg. Brunacci opina che quanto ne hanno detto finora i 
geometri sia inesatto ; e che tuttora non avvene alcuno 
che sia semplice e geaerale . Per proporne intanto qual- 
cuno , io mi rapporto al seguente che sembra fluire dal 
fondo stesso della questione ; e che i signori Bossut e 
liacroix prossimamente propongono. Supposto che a sia 
uno de* valori di x risultanti dalle sopra indicate equa- 
zioni, si sostituisca in f"(<v±i), e se ne avranno le due 
funzioni 

nà+i), f'(a-0 

Se alcuna di esse sarà immaginaria il ponto delia curva 
che vi corrisponde sarà un regresso semplice o a becco 
secondo che i due valori che ne risultano per A saranno 
o no con segno contrario : e se entrambi risuiterannò reali 
il punto sarà un flesso sempre ebe esse avranno segno 
diverso. 

Ma la ricerca de* punti in questione nou lascia di es- 
sere tuttora inviluppata e non priva dì dubbj. Noi con- 
tenti di averne esposto quanto contiene di più preciso 
passiamo ad illustrarla con un esempio . 

Fi^. lai proposta la curva EMF la di cui equazione sia 
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y=x^ +JC* 
Diflferenzlando ne avremo 


5 ^ 

f'jf=:aa'± — a:* 
a 

\ 

f»'ar=s .r± x' 


3 5 ' 

f'"J7= ± ^ar“T 
a^ 


Quindi avremo i? i’equaziooe 


fU=a± — *"=50 
a"» 


eppcVt» 


*=MP-=(-«^y=« 


Sottomettendo siBfdtto valore al criterio del numero pre- 
cedente si avrà 

I 

f"(«+0=a± i (a^ 

• 4 • • . • 


r(«-/)=»± j(.6-.5’./ 

y > Il .H . 
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j Questi risultati per essere i picciolissima , cpperò 

i5 sono enlraOibi reali; il che ci dimostra che il 

punto L' della curva cotrispon lente ad x ncn ^ un re* 
gresso. Sarà però un flesso se essi avranno segno con* 
trario : nel caso del segno superiore che appartiene al 
ramo superiore MC della curva, es>i hanno uno stesso 
sogno; dunque il punto trovato £ non è un. flesso: e nel 
caso del segno inferiore che è quello del ramo inferio* 
re MF hanno segno contrario ; dunque il ponto trovato E* 
è un punto di flesso. 

9.'* l’equazione 

B 

S 5 T 

s=co 

a» 

Questa equazione non ci porta che al risultato 4— 
risultato impossibile, e che ci nega dalia parte di questa 
equazione l’esistenza di alcun punto singolare* 

3.** l’equazione 

B 

1 X s 3 X - - X ss m 

a* ■ . 

Sifilitta equazione darà de’regressi tutto le volte che vi 
saranno d«’ valori di x, i quali soddisfacendo ad essa, 

renderanno ss co i co« iIìcier.ti diOereniiali f or da un 
certo ordine in poi. Or notando con M,ir due quantità 
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ibrma che il solo: va!ore di x=sa può- rendere 

Dunque* potrà concUiudèrsi che la curva proposta avrà 

dalla parte dell’ equazione • dì cui si tratta ,• uo- regresso 

corrispondente ad so s:o, cioò neli’origioe M delle ascisse. 

Per distingoerne la specie basta (^t) vedere se i due 

vidori di A avranno o no il medesimo segno . Ricbia* 

mando a tale oggetto -1* espressione di A* (89), si . trova 

che nel caso in questione essa si presenta sotto aspetto 

iodetermlnatOi epperò non inserviente all'uopo. Bisogna 

dunque formare la funzione A e trattarla giusta il a** 3, 6* ; 

cioè mettendovi oit per ar. . 

Essendo x=o si ha (73) ss o l'angolo che la tangente 
* * * ■ * « * 
in M fa coll'asse delle ascisse , cioè la tangente alla curva 

nel regresso HI coincidente coll'asse delle ascisse . Qu nii 

m * • 

si ha in questo^ cago , 

‘ ■' 5 ' 

As=(83)PM*ss/=jf* ±x^ 
epperò facendovi xsso*pi si avrà A— PM'st (tiVi) 
e facendovi xsao— i sì avrà AsPM'ssi* 


La prima espressióne per essere i pTccìolissitni ci pre- 
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séttla per FM' due valori enlrbiLbl con' segno positivo; 
cppcrò ci dinic&tia ibc ii regresso è della scetnda spc* 
eie c conisponJctjtc alla parte delle crdinale po&itive: la 
seconda ce ne presenta noo itntnaglnario, e c’insegna tire 
la curva non si erttnde dalla bada delle' ascisse degallve; 
eppeiò che il regresso ccrrisponde a quella delle posjtive. 

'Veniano ormai al trrzo argenunto preposto (t 5;r» "Cioè 
alla tecria delle retl.firazirui e delle ejuadraiure. • . <>,- 
Fig. i3... <)3. Sfa Tequazione dilla luiva liF ; sia 

APsra:, PM FP'si; cppcrò P.fM'sf (jt sia 
finaliDtnle l'auliàllo £M?A. Per tss^'te A dipuuiintc 
da X cd cioè A szf{x,jr) s:f(x, fej sjijj: si avrà 

ti ! . .» I i ^ ^ ‘ . j 

. A A = s: ?(^+j) — ox sr/>'J7,+ ~ 9 '/(,j -f a:) • 


Assumendo per i un valore si pTccioro quanto Panhetlò 
ccrrispcndentc MnM' possa supporsi in gnerale di non 
soffrire per tutta la sua estensione alcun accidmte; cioè 
che si rivolti per tutta la sua cstinsione come mila fi> 
gura dalla medesitna banda, rppnò che Mf, M^)'' né 
siano in generale la fargfule,e la cordarsi avpà in generale 

cioè si avranno, le, due inequazioni 

• , 1 • 1 -- '«r- T , 

T— AA>o, C-AA<o 
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li, reilapgolo ìiht dà 

hi sr i tjn ftM< ^ i tan ME'P — ( 78, 79 a® ) 1 Pj* 
^pefò ' f , ’ ' T i /«■ ■■ 

^ . T .;= V(M A’ + ) =/ V ( I + f 'X =* ) 

« » 

11 triangolo tellaogolo &}/rM’ dà . . . 

c=V(Mft’ +M'a’)=V(<'* +Ar»). ■ ■' 


s=(y(r+f'j:* '+ifxf"(A;+!i>)+' -, V\x+xf 

* ^ 1 ' il ’ \ ' I 'j' ^ 1 

Quindi soslituendo nelle due inequazioni slubilite si ai 


. . i. ' 




J - • - ■■ - ' . - .3 ■; '5 

— ìcf*x — /* 9*X9 '* («+«)— \ 

, f “ V '' i-- - . / ^ > 

supposto per semplicità 

. ... .-. ; ... U' .: :k- --•.•(L ;■•' * '• '• ' . .;'i 

* .a 

* 9 -^ si: . .ì. iì 

avremo f r-v' 0 < > - - ( - ' : • ' ; V 

V(| +f'x» +.ttf (":(*+«)+ {"(i^+a)’ ) 


= V(i-fPar’ + 7 ) - 




I « ^ * * * 'a' ' • C “ * Il ’ ^ 

£d cdettuando P estrazione indicata della radice coli'ar'" 

; V .. , I' -.r .« *. >■: . , ... -.. c '.ii ’ 1 .; i. ^ o 'j. -'r 
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restarci al secondo termine, perchò iUseU che ci biso*^ 
gna avremo ' ' . ' ' 

V(i+f'-i:*+^)=V(»+f'-**)+/r 2 +.*.ssk') 

epperb sostituendo le due ineijuaiioai $i presenteranno 
sotto l'asp^'tto 

^(l -f f'jC* )— iji**;— — ,9"(jP+<») >0* 

% 

I +f'a? * ) — (j'jr+iA*— <y or— . . . < o 

Or la i è supposta una (juantità si vicina a zero quanto 
si vuole, epperò che abbia sempre un valore tale onde 
Delle due serie formanti ;ìIt loro primo membro sia^S^) 
la parte dipendente da essa sempre minore della indipen- 
dente; che è quanto' dire il valore di dette serie positivo 
• o negativo, cioè >,o< di zero secondo che ve lo sarà 

^ >■ V(i+f'a:*) — if'jr 

Onde l’espressione delle due inequazioni si ristringe in 
generale alla jeguente . 

y (H- f 'x * ) — ^'x> 0 (ss w») 

vale a dire porla al risultato njss— risultato' che 
per significare ni, Q dne indeterm’nate positive, riesce 
sempre assurdo fuorché nel caso in cui mssoszn , cioè 
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.jorckè .nel jciso In. coi è ^ . 

cioè in cui è 

9'ar(=:f'.A) = V('*Hf'ar») 

Quindi essendo in generale vero ed immancabile il prin* 
cipio stabilito delle due inequazioni T>AA,C<AA, 
eppcrò dovendo esserne vere e non assurde le conse» 
guenze , iie avvitile cbe possiamo conchindere per la ret- 
tiCcazione dell’arco A l’eqnazione fondamentale 

f A= V ( 1 4- f 'jc * .) 

cioè die la lunghezza di un arco A è rappresentata da 
unar funzione, di a: il di oui coefficiente difTerenzialc'si.k 
V( 1 4- f'je'*-): cepperò vi è, di,bisogpo ddl’opera del cal-< 
colo inverso per la completa soluzione del, problema delle 
rettificazioni* 

.Passiamo a quello dille, (^nadralure* 
s4- L’area indefinita dello spazio cnrvilineo EPM di- 
pende dall’ascissa AP e daU’ordinata PM . Onde ebbiemo, 

EPMaaf(arjj) = ( per essere ,yssfx}Fx ' 

epperò ’ ‘ 

• a I 

MPP'M'=AEPM=iF‘x+ f y 
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Or si h» Pi> P'ii' = < f •'*® sbpponenio l’«r« 

ch'atto MnM' nella mcdesitaa pò sis>r>aa- dei- numero pra» 
cedente si bino in g'*n>rale le dui in>>qja£Ìaai 
Pb<ViPP'M', P'h> NIPPLI* 
cioè sostituendo, trasponendo, e ridueendo 

r , 

fx — F'x — F"(x4-4>)<0 

£r— F»x— F"(x4-®)>o 

Donde si concbiuderè (5^) similmente al nnmero precclcuLe 
F'x ( r: f. EPM ) s: fx, ‘cioè dEPM s dx fx 

vale a dire lo spazio curvilineo EPiVI egnale alla fnizione 
di X che In dx fx per dilfereniia'e : epperb anche la 
soluzione del problema delle quadrature dipendente dal 
Calcolo 'inverso . • • . 

Da* due numeri precedenti pub facilmente dedarsi la 
misura delle superfìcie e de*volumi de’solidi’dt rivoluzione. 
In effetto s’ immagini che EF ruoti sopra i*as> 

sa AB, è chiaro 

i.<* che Parco EM genererà uno. spazio conoidale. 

2 * le ordinate PM, genereranno due cerchi -le. di 
cui circonfvreuze saranno (indicando ar il rapporto del 
raggio alla circonferenza) ' ‘ ' y ' ‘ 

«rfx, irf(x4-/) 
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e le di cui superficie . ’ • , ; •• • 

a a~ ■. , 

» * ». 

S.** Lo spazio EPM gencrerli un solido' la di cui super- 
ficie convessa si dirà x, è la di cui solidità si dirà x. 

Lo spazio PMM'P' genererà una zona conoidale che 
avrà x per superficie convessa , e x per solidità . 

S.** I trapezj Pr,PM' genereranno due coni trouchi le 
di cui superficie esteriori saranno 

S= ^(PM-FP'OMr 

= ( 93 ) (arr+rf'ar)V(i+f*x*); 

• = ^ ^afcV(i +f*x> ) +if* 

S’*: -^(PM+PMOMM* 

=(9S) ^ (tc+«:»+o)(v(i+t'xi)+/i) 

=» f!lf*+lf'(x+i)) (j{l +f'x • ) +|-k) 

sa ^^*£rV(i-f.rx*)+t’(akCr+«.0) 

' 3o 
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6,^ I rettiBgoli fioalmeote Pb, P'b' generaraono doe cì« 
lindri retti che avranno per volami 

V=-^far*,V'=r^f(x+,)’ 

Gb posto si assumi per / na valore sì picciolo come 
ncMue numeri precedenti, epperb che l’archetto MnM' 
soddisG in geniale alla condizione in essi divisata. La 
superGcie convessa (4**) A 9 x della zona conoidale è 

chiaro che avrà per limite superiore ed inferiore le su- 
perGcie esteriori de’Jue coni tronchi S, S* generati (5*) 
da P/, PM'; come il suo volume AF^ x ne avr& i volu- 
mi V',V de’due cilindri retti geuerali (fi®) da P7i', PA. 
Quindi la rotazione di EF sopra AB ci presenta i due 
. casi seguenti di doe inequazioni simultanee. 

Primo caso 

S>A<f^«, S'<A?^a: 

ovvero riflettendo che 

* 4 .— 

sostituendo trasponendo ed ordinando si avrà 

wfarV(»+f'«* ) — «+ 

fff.T V ( » +P*c * ) — ? 'j JC+ ^arlifjr+ • • • — < 0 
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Secondo caso - . ' 

V<AFjX, V*>AF, x‘ ‘ 

* t. . • ■ 

ovvero riflettendo che 

i"* » . , • 

AF x^iF\x+ — F (x+x)' • ' 

1 * », - 1 ' ' ' 

sostituendo 'trasponendo ed ordinando < /. <. 

-fx*-F’x F''(:c+®)<o 

^ fr*— F'j x 4 -r«’(tcf‘(x+'»)+ •• *)^® 

Donde con un raziocinio tutto simile a quello tenuto > 
sulle due inequazioni corrispondenti de’due numeri pre* 
cedenti si conchiuderà 

xss'irix V(l +f'x* ), ovvero d<^^ x=È*daffx ^(ii+rx ® ) 

F', xs= , ovvero dF xs= « fx* dx ' ' 

equazioni diSerenziali che col soccorsa del calcolo inverso 
portano all* oggetto proposto della quadratura delle su* 
perGcie e della cubatura de* solidi di rivoluzione. 

Finora si b esaminata la natura geometrica dell*eqoa« 
zione ^sfx nella diflerenziazione ordinaria ; cioè nella 
ipotesi che rappresenti una relazione costante ( 40 1 
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terminala (66, resla ora ad esaminarla (71) nella 

difiereoziaxione delle variaiioni ; cioè neil^ ipotesi die rap- 

• * 

presenti una relazione variabile (41), indeterminata (66, i<>). 
Facciamolo brevemente ; e chiudiamo la parte diretta ’ 
delle nostro lezioni. ‘ ^ 

/ 7 g. i 4 * 9^» Siano AP=j:, PMssj^ le coordinate di nn certo 

punto M di una curva £F déterminato dall* equazione . 
j'sfr. Kella diflferenziazione ordinaria il differenziate 
PP'(ssdx) darà per PM una differenza de- 

terminata dall* equazione ^+47'— » cioè.sup» 
posto un’equ8zIone/‘*=rr‘, 

la quale rappresentando ( 34 ) l’istessa relazione della 

^ i 

fra le coordinale AP'ssa;', P'M'ssjr* non determinerà 

che un punto M' appartenente alla medesima curva £F 

che passa per M . Onde questa specie di differenziazione 

non esibisce nelle cose geometriche che il passaggio da- 

un punto ad un altro di nna stessa curva , e non può 

avere per oggetto che la ricerca di' un certo suo punto, 

il quale goda di una qualche particolare proprietà . Non è 
». ^ ^ ■ 
così nella differenziazione delle variazioni . La variazione' 

PP'(=sia:) "produce sopra PM una variaiione hm'(=9 ) 
rappresentata dall’ equazione variala f(x-|-?xr), 

cioè (fatto ^ + 'x-f- 5 r=x") da un*cquazione 

la quale non rappresentando (4 1) fra 'le coor- 
dinate la stessa relazione dcHa primitiva ^r=sfx 

I 
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alla ctirva £F non marcherà ud qnalclie suo puoto, ma 
il- punto m' bensì di una nuova curva £'F' avente 
per equasione . Onde questa nuova specie di 
dilBereDxiaxioDe < non esibisce il passaggio da op punto 
ah’altro di una medesima curva; ma dai punto di una 
curva ci trasporta a quello di un'altra curva, la quale 
per essere (4i) fyt cioè bin' indeterminata, sarà indetet'- 
minata ed mcoguita ; che .è quanto dire mette in con- 
siderazione i punti corrispondenti di curve di diversa oa*. 
tura ed indeterminate : quindi essa non può avere per 
oggetto nelle suo ricerche che fra inCnite curve iodeter> 
nrìnate la determinazione di una che goda ue’suoi punti ■ 
di una proprietà, relativa appunti corrispondenti delie 
altre. Ecco dunque la didcrenza tra la natura geome- 
trica delia diSereoziazione ordinaria e della dilTerenzia- 
zione delie variazioni . Nella prima il calcolo per cosi 
dire non manovra che sopra una medesima curva cognita 
e determinata ; e non si propone che la ricerca de* suoi 
punti in cui avvengono de’ singolari accidenti: laddove 
odia seconda non opera che sopra infinite curve, cioè 
sopra una curva indeterminata , la quale si tratta di de- 
terminare sotto la condizione che goda di una qualche 
proprietà esclusiva a tutte le altre della medesima indole , 
• Applichiamo Ora questo idee generali al caso de* mas- 
simi e minimi* . > / 
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La considerazione di qualunque siasi aSezioDa e prò- . 
prietà delle curve piane non si riduce ché a quella di 
una certa delle loro coordinate *“ Onde un pro- 

blema geometrico di massimi e minimi non pub avere 
per oggetto che la determinazione de’ valori di x,jr 
co* quali una certa diviene massima o minima. 

Or se il problema suppone data la curva su cui si versa, 
cìob data la relazione fra le sue coordinate, 

allora la fGr,/) si presenterà sotto l’espressione Fnr, dalla 
quale colle condiiioni (66, i® ) si avrà il valore dell’ascis- 
sa X corrispondente al punto in cui essa diviene massi- 
ma a minima ; epperò il problema della classe de* mas* 
sìmi e minimi ordinar), altro oggetto non avrà che la 
ricerca del punto M di una data curva , nel quale la pro- 
posta f(x,j) prende il valore massimo o minimo. Sa 
però il problema non dà la relazione <^{x^jr)szo ebe 
e il caso di quelli dei metodo delle variazioni , allora la 
curva a cui la proposta del massimo o minimo 

appartiene, sarà incognita; ed il problema non avrà per 
Oggetto ebe fra le infinite curve EF, E'F* ec. la ricerca 
di quella la di cui equazione 9 (jc, j)=so rende per qua- 
lunque valore di Jf la proposta f(ap,j) relativamente alle 
altre un massimo o minimo , cioè la ricerca di quella 
Della quale la proposta f(>r,/) abbia in qualunque suo 
punto relativamente a* punti corrispondenti delle altre U 
massimo 0 minimo valore. 
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Illustriamo intanto questo caso con un esempio , e 
chiudiamo con esso questa settima lezione; senza ricor- 
rere ad altri esempj , noi ci contentiamo di chiamare a 
linguaggio geometrico quello trattato al numero (68,6®), 
Quindi avremo 

cioè fallo j^ssPM , 07 = AP 

f(x,7)=PM'*— AP. PM 

epperò 

9 (jc, y) = 0^—07= aPM— APeso 

• • p\T— . 

cioè PM= 

a 

Donde si conchiude che fra tutte le curve piane la linea 
retta nella quale le ordinate sono la metà delle ascisse, 
è quella in cui la differenza tra il quadrato dell'ordiuala 
ed il suo rettangolo per P ascissa corrispondente riesce 
esclusivamente un minimo. 
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Wi s3 dijì0atla loro 'natura della loro più swnplice 

. ' èspi'essidde 

ivi ao e viceversa^ (qui si aggiunga quanto aieguf) S^fluan- . 

do X so sì ha sea or So. co» x S i: e quaado sen a? 
diviene Si, épperò cosxSO il valore q 4i x che^ 
vi corrispond® proprietà che la fuó*»ooe 
di ttua parte oijalunque y di essa. eguaglia sempre' 
la cofuuzioaè corrispondente del sUo compierne n- 

Usq^y-y proprietà puramente anaUtka , perchè* 
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fondata sulle due forinole (aS I.tiU.) ivi dinioslrate 
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Si aggiunga il che siegue.. . Quando lodi si hi 
(a4) Ixrr^enx: e quaado la;=rsi ha fr sen ra'; 
eppeii falfo sen j c; sen (jr : r) j ovvero se* 

giiando «nefatf in questo caso con x Turco eprrisponv 
dente sen x s sen far: r). Quindi volendo ridurre 
orla cuusideraziòhe di una certa forinola dipendente 
da sena:, dal Caso dì la si al calo qualunque di 
lasr non bisogna che mettere (x:r) in luogo 
di ar : la quantità algebrica I a è quella a cui per 
accomodarci al linguaggio ricevutO| abbiamo dato 
il nome' di raggio, \ 
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Questa linea si muti 

in ciò che si^ut,. 


Digilized by Googlc 



% 

ivi 

ivi 

ivi 

ivi 


)(»49X 

«liirre (fliestt equaslonc alla forma (.l^e ordinana- 
mente si usa tiel calcolo ilKTcrenziale » e che ci è 
slata tramandata dal metodo inesatto degli iotìji!* 
tamente piccioli y si lasci di considerare secondo 

la sua vera natura che a) sia un segno di 

coefficiente dineienr.iale , e si consideri come aa 
quoziente ; cioè si consideri giusta i principi del* 
riii}licato metodo die ày, dx siano due quantità) 
eppeiò soggette alle operazioni algebriciie. Coo 
tali viste moltiplicando Tequazione per dx, c fa< 
cendo nel protloUo “P, t:Q i coefficienti di i^v 
e di dx) si avià sotto la cercata forma . 
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Il In seguilo a questa linea si aggiunga, Questa for* 
ma a cui Tesprcssione legittima delle equazioni di 
secondo ordine si è ridptta mediante la moItipH- 

opzione per dx , suppone come sopra (88) la vN 
ziosa ipotesi che d^, dx siano quantità . In questu 
ipotesi ai offrono due casi nel passaggio deU’cqua* 
zione Pdjr*f*Qdx s o al secondo ordine: delle quanr 
tilà djt dx una sola o tutte due possono essere va^ 
riabili , li primo porta alia forma ridotta di qui 
sopra, ebe dico Atroj cd il secondo alla foc* 

ma ^>f~Qd x=zo contenente il termine di più ebe 
genera la variabilità di dx. Con questa ipotesi del* 
J’ inesatto metodo degli inCnitamente piccioli si 6 
prodotta dunq^ue nel calcolo differenziale la con* 
siderazione del caso delle equazioni contenenti x 
differenziali secbndi di entrambe le variabili ; con- 
siderazione sa di cui non siamo cadati stante il 
metodo rigoroso che abbiamo seguilo) c che aun 
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